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INTRODUCCION

La actividad educativa exige un trabajo reflexivo constante y dinamico, que permita hacer
de ella un proceso de continua investigacion, en el cual la accion del docente se vea
motivada por las situaciones que constantemente se presentan en el aula y que son objeto
de estudio.

En educacion se encuentran a diario situaciones que exigen la accién efectiva del docente
para ayudar a sus estudiantes en los procesos de aprendizaje, o que pone de frente un
horizonte en el cual se puede cimentar una investigacion que esté orientada por algunas
técnicas provenientes de campos diferentes al educativo, como es el empresarial, para
orientar y evaluar las acciones docentes.

La exploracion sobre los procesos formativos relacionados con el concepto de funcion en
los primeros semestres de programas de pregrado para la formacion de docentes de
matemaéticas y de fisica de la Universidad de Cundinamarca, hace aproximadamente 20
afios!, impulsaron la necesidad de disefiar un proceso que permitiera aprovechar la
epistemologia y la prospectiva en la planificacion y el desarrollo de actividades para
fortalecer el ejercicio de la docencia, el cual se socializa en este documento.

Es claro que la actividad educativa requiere de la reflexion continua sobre aspectos tales
como: el area del conocimiento que se esta ensefiando, la manera como se transmite la
informacion, el grupo de personas a quienes va dirigida y la finalidad del proceso de
ensefianza que se esta ejecutando; de manera que se tenga completo conocimiento de
las exigencias, los compromisos y retos que implican todas las actividades que se
desarrollen.

La necesidad de implementar estrategias orientadas al desarrollo de habilidades para
comprender e integrar los conceptos de matematica y fisica de manera articulada y
efectiva, motivaron hacia la realizacién de un estudio detallado y secuencial a partir de la
forma como los estudiantes abordaban aspectos como el analisis de gréaficas, por ejemplo.
Esto suscito la pregunta: ¢ Como relacionar la ensefianza de la matematica y la fisica, en
el estudio de la funcién desde el movimiento de modo que permita la construccion del
concepto de derivada?

Uno de los referentes clave lo constituy6 el articulo titulado Variables criticas en educacién
matematica, en el cual se destaca como un topico muy interesante de investigar ‘la
relacion entre la ensefianza de la matemética y la ensefianza de las ciencias fisicas”
(Sadosky, 1980). Sadosky sostiene ademas que “hay muchos matematicos y cientificos
de otras especialidades que creen que debe presentarse la ensefianza de la matematica

1 Reconocido con el premio Nacional en Educacion “Francisca Radke” version 1999.
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y la de las ciencias fisicas de manera conjunta, pero hay poca informacion al respecto”.

En este orden de ideas, al abordar el Estudio de la funcién desde el movimiento reviste
especial importancia la observacion sobre el proceso de andlisis de gréficas que
realizaron los estudiantes de primer semestre de Licenciatura en Matematica y Fisica de
la Universidad de Cundinamarca, y que permitié en esa oportunidad hacer seguimiento al
manejo por parte del estudiante de las funciones y sus representaciones, al analizar los
datos provenientes de las practicas del laboratorio de fisica.

Los resultados obtenidos al realizar las observaciones en las interacciones con los
estudiantes, contribuyeron con la deteccién de los aspectos criticos del proceso de
conceptualizacion que obstaculizaban el abordaje de temas posteriores, como es en el
caso del estudio de la derivada.

Por otra parte, es preciso recordar la siguiente afirmacion de Philip E. B. Jourdain en La
naturaleza de la matematica:

Al mismo tiempo que los métodos, &lgebra y geometria analitica, y calculo
infinitesimal se desarrollaron a partir de la aplicacion de la matemética a la ciencia
de la naturaleza, se desarrollaron también las nuevas concepciones que influyeron
en la forma que tomo6 la mateméatica durante los siglos XVII, XVIIl y XIX. Los
conceptos de variable y funcién pasaron a primer plano, se introdujeron por la
concepcion del movimiento y fecundaron la matematica a pesar de las dudas de
los pocos légicos que habia en las filas de los matematicos [...] (Jourdain, 1994).

Dada la importancia de implementar procesos de conceptualizacion que lleven al
estudiante hacia la construccion del conocimiento sin desconocer su desarrollo historico,
detectando a la vez los problemas que se les presenten al docente y al estudiante, y que
son considerados como variables criticas, desde el punto de vista prospectivo, este
estudio se ha constituido en instrumento de apoyo para la evaluacion de las acciones
formativas, la comprobacion de las hipotesis de trabajo y la construccion de una vision
futura en la formacién de docentes.

Se propuso como objetivo general, generar procesos educativos que permitan abordar
problemas de la educacion matematica mediante el analisis prospectivo, a partir de la
relacion entre la matematica, la fisica y la epistemologia.

Entre los objetivos especificos propuestos, se destacan: 1). Analizar la evolucion del
concepto de funcion con una vision historico-epistemologica sobre el movimiento, desde
la cultura griega hasta abordar el concepto de derivada de Newton y Leibniz. 2). Aplicar
técnicas de la prospectiva, en el disefio de actividades para el estudio de la funcion desde
el movimiento, que permitan hacer de la experiencia docente un campo de investigacion
formativa en torno a problemas de Educacion matematica.
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3). Identificar los aspectos caracteristicos surgidos del disefio de actividades para la
comprobacion de las hipotesis de trabajo, analizando su viabilidad y evaluando la
probabilidad de aparicion de acciones futuras.

El método implementado durante el proceso fue de tipo descriptivo con la integracién de
los elementos provenientes de la prospectiva, en cuanto al manejo de técnicas como el
analisis estructural, el juego de actores y la matriz de impacto cruzado.

La adaptacion de estas técnicas al trabajo de aula contribuyé a la identificacion de las
disfunciones en los procesos de conceptualizacion de la funcién; a partir de la
categorizacion de las variables criticas, se sistematizd el problema, se realizé el
planteamiento de la hipétesis de trabajo y se disefiaron acciones que, aplicadas
progresivamente, facilitaron la evaluacion de su funcionalidad en el proceso.

La ejecucion de las acciones permitio identificar las fallas en la evolucion del proceso de
ensefianza, asi como la formulacién de los proyectos y la percepcion de anhelos y
temores en torno a la labor docente, sobre temas especificos de la educacion matematica.

Con el transcurrir del tiempo, los proyectos planteados para enfrentar las disfunciones se
convirtieron en necesidades ejecutables a corto, mediano y largo plazo, asi como anhelos
se volvieron potencialidades, realizables a largo plazo, lo que permitio disefiar escenarios
de trabajo futuros, que aun se implementan.
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Capitulo 1.

De los problemas cientificos a los programas de investigacion: perspectiva
epistemologica en el estudio de la funcion desde el movimiento

En aras de articular procesos de la matemética y la fisica hacia el desarrollo del
pensamiento funcional y variacional en la formacién de docentes a partir del estudio de la
funcion desde el movimiento, se adopta la posicién de S. Toulmin, como se cita en Laudan
(1979), respecto a la importancia de conformar un esquema conceptual que cumpla la
funcion de determinar “los patrones tedricos, las preguntas significativas y las
interpretaciones legitimas” que surgen durante el proceso investigativo.

Problema cientifico

Siguiendo a Larry Laudan en su obra El progresos y sus problemas, es necesario
‘reconocer a la ciencia como un sistema de resolver problemas que ofrece ventajas para
su comprension y analisis” (Laudan, 1979). También se requiere identificar lo que ha
sido denominado problema cientifico, el cual es considerado como punto central del
pensamiento cientifico; y asumir las teorias, como su resultado final. En este orden de
ideas el autor concluye que “si los problemas constituyen las preguntas de la ciencia, las
teorias constituyen las respuestas”.

Desde la perspectiva epistemoldgica de Larry Laudan, existen dos tipos diferentes de
problemas para cuya solucion se elaboran teorias cientificas (Laudan, 1979). Al primero
de ellos le ha denominado problema empirico, y se clasifica en:
- Problemas resueltos: corresponde a aquellos que han sido satisfactoriamente resueltos
por una teoria.
- Problemas anémalos: aquellos que una teoria concreta no ha resuelto, pero que han
sido resueltos por una o mas teorias alternativas.
- Problemas no resueltos: en este grupo se ubican aquellos que aiun no han sido
adecuadamente resueltos por alguna teoria.

Como una de las caracteristicas distintivas del progreso cientifico es la transformacion de
problemas empiricos anémalos y no resueltos, en problemas resueltos, suele surgir segun
Laudan, para el caso de cada una de las teorias, la siguiente pregunta: “jcuantos
problemas han sido resueltos y cuantas anomalias se les enfrentan?” (Laudan, 1979).
Esta pregunta desde el punto de vista epistemologico se ha convertido en herramienta
clave para la evaluacién comparativa de las teorias cientificas.

Un segundo tipo de actividad de resolucion de problemas corresponde a los denominados
problemas conceptuales.
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Laudan destaca que un problema conceptual es un problema presentado por alguna
teoria, y no tiene existencia independiente de las teorias que lo muestran, ni siquiera esa
limitada autonomia que a veces poseen los problemas empiricos.

Otro aspecto por considerar hace referencia a que las teorias estan inevitablemente
involucradas en la solucion de los problemas, pues el objetivo de la teorizacion es
proporcionar soluciones coherentes y adecuadas a los problemas empiricos que
estimulan la investigacion. Para Laudan las teorias son disefiadas para evitar (o resolver)
los diversos problemas conceptuales y andmalos que generan sus predecesoras. Si se
considera asi a la investigacion y si se observan las teorias desde esta perspectiva,
resulta claro que la “corroboracién empirica cognoscitiva central para una teoria, incluye
la valoracién de su adecuacion como soluciéon a determinados problemas empiricos y
conceptuales” (Laudan, 1979).

Se requiere clarificar qué son y cémo funcionan las teorias, para ello es esencial
considerar dos grandes aspectos referentes para su analisis:

En primer lugar, la evaluacion de teorias es algo comparativo. Lo crucial en cualquier
valoracion cognoscitiva de una teoria es: ¢,cémo le va con respecto a sus competidoras?
Las medidas absolutas de las credenciales empiricas o conceptuales de una teoria no
tienen relevancia; lo decisivo es el juicio acerca de como se sostiene frente a sus
contendientes conocidos (Laudan, 1979).

En segundo lugar, Laudan afirma que dentro de la clase de lo que normalmente se llaman
“teorias cientificas” es preciso distinguir entre dos tipos de redes proposicionales puesto
gue, en la bibliografia corriente sobre la inferencia cientifica, asi como en la practica
cientifica comun, el término “teoria” se refiere al menos a dos tipos muy diferentes de
cosas.

De una parte Larry Laudan considera que se utiliza a menudo el término “teoria” para
denotar un conjunto muy especifico de doctrinas relacionadas (hormalmente llamadas
“hipotesis” o “axiomas” o “principios”) que se pueden utilizar para llevar a cabo
predicciones experimentales especificas y para proporcionar explicaciones detalladas de
los fendmenos naturales. Cita como ejemplos de este tipo de teorias: la teoria del
electromagnetismo de Maxwell, la teoria de la estructura atdbmica de Bohr-Kramers-Slater
y la teoria del efecto fotoeléctrico de Einstein (Laudan, 1979).

Desde esta posicion epistemoldgica, argumenta que el término “teoria” se utiliza también
para referirse a conjuntos de doctrinas o supuestos mucho méas generales, y mucho
menos facilmente corroborables empiricamente (Laudan, 1979). Menciona como
ejemplos, la teoria atébmica y la teoria cinética de los gases, porque en cada uno de estos
casos se hace referencia a un espectro completo de teorias individuales.

Sobre la base de este marco epistemoldgico, se orientara la siguiente reflexion en este
proceso partiendo la siguiente afirmacion:



UNIVERSIDAD DE
CUNDINAMARCA

“‘Observamos que los cuerpos pesados caen hacia la tierra con una regularidad
asombrosa”.

Esta observacion implicé la formulacion de preguntas significativas para el pensamiento
griego, relacionadas con su interpretacion de la naturaleza y asociadas a uno de los
problemas empiricos centrales de la época: la caida de los cuerpos.

Morris Kline sostiene que, preguntarse ¢cOmMo? y ¢por qué? caen los cuerpos asi,
contribuyé a la comprension del por qué los griegos crearon una matematica de gran
vitalidad, pues fue el deseo urgente e irreprimible de comprender el mundo fisico, de
resolver sus problemas empiricos, lo que los impulso a crear y apreciar la matematica.

Esta era una componente importante de la investigacion de la naturaleza y la clave para
la comprension del universo, pues las leyes matematicas son la esencia de su disefio, y
como sostiene Hermann Henkel citado por Kline: “En la mayoria de las ciencias una
generacion destruye lo que otra ha construido y lo que una ha establecido otra lo deshace.
Solo en mateméticas cada generacion afiade un piso nuevo a la antigua estructura” (Kline,
1992).

Siguiendo a Kline, es posible comprender que en la historia de la humanidad se ilustra
como las civilizaciones que precedieron a la griega o las que eran contemporaneas de
ella contemplaban la naturaleza como algo caético, misterioso y terrorifico (Kline,1992) y
gue por tanto, el paso decisivo para eliminar el misterio, el misticismo y la arbitrariedad de
los trabajos sobre la naturaleza, y reducir la apariencia de caos a un modelo comprensible
y ordenado, fue la aplicacién de la matemética en el proceso de observacion y abordaje
de problemas empiricos.

El primer grupo importante que presentd una filosofia racional y matematica de la
naturaleza fue el de los pitag6ricos. El pensamiento religioso de los pitagoricos era
mistico, pero su filosofia natural era racional. Estaban sorprendidos por el hecho de que
fendmenos que eran de muy diferente forma desde el punto de vista cualitativo,
presentaban propiedades matematicas idénticas, las cuales debian ser la esencia de tales
fendmenos basados en el nUmero y en las relaciones numéricas, pues el nUmero era su
primer principio para la explicacion de la naturaleza, era la materia y la forma del universo
y la causa de todo fenébmeno (Kline, 1972).

Los filosofos situados cronolégicamente entre los pitagoricos y Platon estudiaron
igualmente la naturaleza de la realidad, pero no involucraron en ella la matematica de una
manera directa. Los argumentos y puntos de vista de hombres como Parménides (siglo V
a. C.), Zenodn (siglo V a. C.), Empédocles (c. 484-c. 424 a. C.), Leucipo (c. 440 a. C.) y
Demdcrito (c.460-c. 370 a. C.) fueron cualitativos, igual que los de sus predecesores
jonios (Kline, 1972).

Estos filésofos hicieron grandes afirmaciones acerca de la realidad, que eran, en el mejor
de los casos, escasamente sugeridas por la observacion. Sin embargo, todos afirmaban
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que la naturaleza es inteligible y que la realidad puede comprenderse a través del
pensamiento. Cada uno de ellos era un eslabén de la cadena que conducia a la
investigacion matematica de la naturaleza.

Segun Kline (1972), para los atomistas Leucipo y Demdcrito igual que los pitagoricos, la
realidad que subyace en la constantemente cambiante diversidad del mundo fisico se
podia expresar en términos matematicos y, los acontecimientos de este mundo estaban
de forma estricta determinados por leyes matematicas.

Para Platon, el primero de los pitagoéricos después de Pitagoras, la realidad e inteligibilidad
del mundo fisico se pueden abarcar solamente a través de las matematicas. Para él, no
habia ninguna duda de que el mundo estaba matematicamente trazado, ya que “Dios
geometriza eternamente” (Vives, 2006). Desde esta perspectiva, el mundo percibido por
los sentidos es confuso y engafioso, y en cualquier caso imperfecto y perecedero.

En consecuencia, el conocimiento fisico no es importante, ya que los objetos materiales
cambian y decaen; asi, el estudio directo de la naturaleza y las investigaciones
estrictamente fisicas son indtiles. No obstante, el mundo fisico es una copia imperfecta
del mundo ideal, el Unico que deben estudiar matematicos y filosofos. Las leyes
matematicas, eternas e inmutables, son la esencia de la realidad.

Platén fue mas alla que Pitagoras al desear no solamente comprender la naturaleza a
través de la matematica, sino sustituir la propia naturaleza por ella. Creia que alguna
ojeada al mundo fisico podria suministrar algunas verdades basicas, a partir de las cuales
la razon podria seguir adelante sin ayuda. Desde esa perspectiva no existiria la
naturaleza, sino la matematica que sustituiria las investigaciones fisicas como lo hace en
la geometria.

El pensamiento de Platon adolece de estudiar los problemas empiricos, pues para él el
conocimiento verdadero es el intelectual, con el que conocemos las ideas. Se puede
pensar que los problemas de Platén tenian una naturaleza conceptual. Para verificar esta
suposicion es necesario introducir lo expuesto por Laudan (1979) sobre las siguientes
caracteristicas de los problemas conceptuales:

- Surgen cuando una teoria muestra ciertas inconsistencias internas, o cuando sus
categorias basicas de analisis son vagas y estan poco claras (problemas conceptuales
internos).

- Aparecen cuando la teoria (T) esta en conflicto con otra teoria o doctrina (T’), que los
partidarios de T creen que esta racionalmente bien fundada (problemas conceptuales
externos).

En este orden de ideas, si a partir del pensamiento de Platén se produjeron problemas
conceptuales es preciso tener en cuenta a su discipulo Aristételes, quien, al mismo tiempo
gue tomaba varias ideas de su maestro, tenia una idea completamente distinta del estudio
del mundo real y de la relacion entre las matematicas y la realidad.
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Aristoteles critic la vision del mundo de Platon y su reduccion de la ciencia a las
matemadticas. Fue un fisico y creia en las cosas materiales como sustancia primera y
origen de la realidad. La fisica y la ciencia en general deben estudiar el mundo fisico para
obtener verdades; el verdadero conocimiento se obtiene a partir de la experiencia
sensorial por medio de la intuicién y la abstraccion. Entonces, la razén debe aplicarse a
los conocimientos asi obtenidos.

De acuerdo con lo anterior, se concluye que en el pensamiento de Platén se encuentran
problemas conceptuales externos, puesto que la existencia de una “tension” con otra
teoria constituye un problema conceptual y, como se puede apreciar, Aristételes tenia una
idea completamente distinta del estudio del mundo real y de la relacion entre las
matematicas y la realidad.

Aristoteles cita en su fisica el problema de la caida como un problema central para
cualquier teoria de la mecénica terrestre. El mismo intentd entender por qué los cuerpos
caen y por qué se aceleran en su caida. La fisica aristotélica daba a estos problemas
soluciones que fueron tomadas en serio durante mas de dos milenios (Hewitt, 1995).

Para Aristoteles, la materia que vemos y tocamos esta compuesta de cuatro elementos
basicos: tierra, agua, fuego y aire. Las cualidades de un objeto determinado dependen de
las proporciones de los elementos que entran en él; y con esto quedan determinadas la
solidez, la dureza, el grosor y otras propiedades.

Los cuatro elementos tienen otras caracteristicas. La tierra y el agua tienen gravedad,; el
aire y el fuego, ligereza. La gravedad motiva que un elemento tienda a situarse en el
centro de la Tierra; la ligereza da lugar a que busque el cielo. Asi, si se conocen las
proporciones de los elementos que forman parte de un cuerpo dado, se puede conocer
también su movimiento (Aréstegui, 1970).

Las ciencias fisicas eran fundamentales para el estudio de la naturaleza y las mateméticas
ayudaban a describir propiedades formales tales como la forma y la cantidad.
Proporcionaban también explicaciones de hechos observados en fendbmenos materiales.
De esta manera, la geometria daba las razones de hechos que se producian en optica y
astronomia, y la aritmética las proporciones que producirian la armonia (Kline, 1972).

Pero la matemética era definitivamente una abstraccion del mundo real, ya que los objetos
matematicos no son independientes o anteriores a la experiencia. Existen en la mente
humana como una clase de ideas intermedias entre los objetos sensibles y su esencia.
Puesto que se han abstraido del mundo fisico, son aplicables a él, pero no tienen ninguna
realidad aparte de las cosas visibles y tangibles. La matematica sola no puede
proporcionar nunca una definicidbn adecuada de la sustancia.

Diferencias cualitativas, como los distintos colores, no pueden ser reducidas a diferencias
geomeétricas. En consecuencia, en el estudio de las causas, la matematica puede dar, en
el mejor de los casos, algun conocimiento de la causa formal, esto es, una descripcion.

10
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Puede describir lo que ocurre en el mundo fisico, puede establecer correlaciones entre
variaciones concomitantes, pero no puede decir nada acerca de las causas finales y
efectivas del movimiento o el cambio.

Es importante recordar cémo en la Antigliedad la ciencia habia de considerar las causas
del cambio. Segun el pensamiento aristotélico habia cuatro tipos de causas:

* La primera era la causa material o inmanente; para una estatua de bronce, el bronce
es la causa inmanente.

* La segunda era la causa formal; para una estatua era el disefio o la forma. La causa
formal de la armonia es la relacion de 2 a 1 en la octava.

* La tercera causa era la causa eficiente, el agente o el actor; el artista y su cincel son
las causas efectivas para la estatua.

* Lacuarta era la causa final o el propésito para el que servia el fendbmeno; las estatuas
sirven para el goce del pueblo, para ofrecer belleza. La causa final era la mas importante
de las cuatro porque daba la razon dltima de acontecimientos o fenédmenos. Cada cosa
tenia una causa final.

Asi pues, Aristételes distinguia formalmente entre matematica y fisica, y asignaba un
papel menor a la matematica, difiriendo asi de las ideas de su maestro Platon. No estuvo
interesado en la prediccion, pues para los filosofos griegos que forjaron y moldearon el
mundo intelectual, el énfasis de su pensamiento estaba orientado hacia el estudio de la
naturaleza para la comprension y apreciacion de su realidad subyacente.

Por otra parte, desde los tiempos de los pitagdricos practicamente todos aseguraban que
la naturaleza estaba disefiada de forma matematica. Durante el periodo clasico, la teoria
del disefio matematico de la naturaleza quedé establecida y la investigacion de las leyes
matematicas, institucionalizada (Kline, 1972).

A pesar de que esta teoria no motivaba toda la matematica creada después, una vez
establecida fue aceptada y seguida concienzudamente por la mayoria de los grandes
matematicos. Para Kline, durante el tiempo en que imperé esta doctrina, que fue hasta
finales del siglo XIX, la investigacion del disefio matematico se identificé con la busqueda
de la verdad.

Tradicion de investigacion

El punto de vista epistemoldgico de Laudan (1979) sobre la importancia de los problemas
cientificos y de las teorias, es esencial para introducir las tradiciones de investigacion,
como componentes esenciales para la estructuracion del esquema conceptual que se
esta configurando. En primer lugar, es conveniente tener en cuenta lo planteado por
Laudan respecto a las tradiciones de investigacion:

1. Toda tradicion de investigacion tiene un cierto numero de teorias especificas que la
ejemplifican y la constituyen parcialmente; algunas de estas teorias seran
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contemporaneas, otras seran sucesoras temporales de teorias anteriores.

2. Toda tradicion de investigacion evidencia determinados compromisos metafisicos y
metodologicos que, como conjunto, individualizan la tradicion de investigacion y la
distinguen de otras.

3. Cada tradicion de investigacion (a diferencia de las teorias especificas) discurre a
través de un cierto nimero de formulaciones diferentes, pormenorizadas (y a menudo
mutuamente contradictorias), y tiene generalmente una larga historia, que se extiende a
lo largo de un considerable tiempo. (Por el contrario, las teorias tienen una vida corta).

Respecto a lo anterior, es necesario considerar que el pensamiento aristotélico a lo largo
de los 2000 afios de influencia ha enmarcado toda una tradicién de investigacién que
merece ser considerada para la comprension de los conceptos aqui abordados.

Puesto que la tradicion de investigacion aristotélica proporciona un conjunto de directrices
para el desarrollo de las teorias especificas, se tendra en cuenta la funcién de dichas
teorias en el seno de la tradicién de investigacion al explicar los problemas empiricos y
conceptuales del dominio, “reduciéndolos” a la ontologia de dicha tradicion (Laudan,
1979).

Con el fin de dar coherencia al estudio de la funcién desde el movimiento, es preciso
mencionar que, si bien todos los tipos de problemas se plantean dentro de un determinado
contexto de indagacién y se definen en parte por dicho contexto, nuestras presuposiciones
tedricas acerca del orden natural nos dicen qué esperar y qué parece peculiar o
“problematico” o preguntable.

Larry Laudan afirma que las situaciones que plantean problemas en el seno de un
contexto de indagacién no lo haran también necesariamente en otros. Por lo tanto, el que
algo sea considerado como un problema empirico o conceptual dependera, por otra parte,
de las teorias de que dispongamos.

Por ejemplo, al preguntar “;con qué velocidad caen los cuerpos cerca de la Tierra?” se
supone que hay objetos relacionados con nuestras concepciones de los cuerpos y de la
Tierra que se mueven uno hacia otro segun una regla regular. Este supuesto esta, desde
luego, cargado de teoria, pero a pesar de ello afirmamos que se refiere al mundo fisico.

Esta situacion se ejemplifica también desde los filésofos griegos, quienes creian que la
mente era el agente mas poderoso para abarcar la naturaleza y adoptaron principios
basicos que se referian a la mente. Asi, la creencia de que el movimiento circular era el
basico, defendida por Aristételes sobre la base de que el circulo es completo mientras que
una figura lineal, debido a que estéa limitada por varias curvas (segmentos lineales), es
incompleta y por tanto de importancia secundaria, recurria a la mente basandose en
principios estéticos.

Que los cuerpos celestes se moverian solo con velocidad constante o uniforme fue un
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concepto que agradaba a la mente, seguramente porque era mas sencillo que el
movimiento no uniforme.

Aristoteles daba importancia a las abstracciones solamente en la medida en que podian
servir de ayuda para comprender el mundo observable, decia que debemos comenzar a
partir de principios que son conocidos y manifiestos a la mente y proceder entonces a
analizar las cosas que se encuentran en la naturaleza. Vamos, dice, de lo universal a lo
particular, del hombre a los hombres, exactamente como los nifios llaman padre a todos
los hombres y entonces aprenden a distinguir.

Asi pues, incluso las abstracciones que vienen de objetos concretos presuponen algunos
principios generales que emanan de la mente. Esta doctrina, el poder de la mente para
producir primeros principios, fue rechazada en el siglo XVII (Kline, 1972).

Es necesario encontrar en aquella tradicién de investigacion en la cual se puedan ubicar
las primeras manifestaciones de una teoria del movimiento, y es precisamente en la
cultura griega en la que se inici6 la ciencia de la mecénica, pues, en su fisica Aristoteles
incluye una teoria del movimiento que es el punto culminante de la mecanica griega.

Segun Aristoteles, hay dos tipos de movimiento: el natural y el violento o creado por el
hombre (Smoot, 1994). En primer lugar, los movimientos naturales se producen cuando
un cuerpo busca su lugar natural. En sus movimientos naturales, los cuerpos terrestres
describen trayectorias rectas hacia arriba o hacia abajo. Si un objeto terrestre no estuviera
en su lugar natural, lo buscaria con la mayor rapidez posible. En segundo lugar, los
movimientos violentos, es decir, los provocados por el hombre, estan compuestos de
partes circulares y de partes rectilineas.

La cosmologia occidental comienza con los griegos y en su época aparecio la vision del
cosmos de Aristételes. Quizds una razén por la que el trabajo de Aristételes tuviera,
entonces y después, tan tremendo atractivo se debe a su enorme amplitud, pues
considerando que los griegos fueron los primeros teoricos, el filésofo formul6é un concepto
de la estructura del universo y una teoria del movimiento, inseparables y naturalmente
relacionadas e interdependientes. Juntas constituian una vision completa que durante
mucho tiempo parecio, si no demasiado gloriosa para objetar, si imposible de ignorar
(Smoot, 1994).

Para Aristoteles, el centro de la Tierra era el centro mismo del universo. El movimiento
circular era la perfeccién, y la caida de los cuerpos por si mismos representaba el
movimiento natural. Para él, cualquier movimiento de una piedra que no fuera rectilineo
hacia abajo no era natural y requeria la presencia de alguna fuerza externa.

En la cosmologia aristotélica el movimiento en los cielos era circular, mientras que en la
Tierra cuando las cosas se movian lo hacian en linea recta. El estado natural de la materia
era el reposo (Smoot, 1994). En cuanto al concepto de tiempo, Heraclito decia que el
tiempo fluia como la corriente de un rio, de tal manera que nadie podia bafiarse dos veces
en la misma agua, y posteriormente Aristételes lo definié como la medida del movimiento
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segun un antes y un después (humerus secundum prius et posterius).

Durante el periodo medieval en Europa, a medida que la Iglesia extendia su influencia,
iba favoreciendo e imponiendo una determinada cultura. El bajo nivel que se presentaba
en las mateméticas se debia a la ausencia de interés por el mundo fisico. Las
preocupaciones importantes eran espirituales.

En este sentido Morris Kline describe a la civilizacion romana como no productiva en
matematicas porque estaba demasiado preocupada por la obtencién de resultados
practicos e inmediatamente aplicables.

La revision documental ha conducido a considerar que aparentemente, las matematicas
no pueden florecer ni en una civilizacion demasiado ligada a la Tierra, ni demasiado ligada
al cielo. Por consiguiente, donde se han desarrollado con mas éxito ha sido en una
atmosfera intelectual libre, que combine un interés por los problemas que presenta el
mundo fisico, con un deseo de pensar sobre ideas sugeridas por esos problemas en una
forma abstracta, que no promete ningun resultado practico o inmediato (Kline, 1972).

Pasaron aproximadamente 18 siglos, antes de que alguien comprendiera que el
movimiento constante era el estado natural de las cosas; que un cuerpo en movimiento
se movera siempre por si mismo, a menos que alguna cosa lo retarde o pare (Hecht,
1987).

Durante el siglo XIV, los eruditos pensaron que el movimiento era una cualidad variable
de la materia, como el rojo de una manzana o la dulzura de una ciruela. Sus objetivos
fueron teologicos y metafisicos, no practicos. Nadie parecia tener particular interés en
medir estas cualidades. La logica era el principal instrumento del conocimiento.

La concepcidn intuitiva del movimiento es muy diferente a la de la Edad Media. Tenemos
una sensaciéon inmediata del desarrollo de los hechos, una estructura después de otra. La
superposicion de imagenes multiples proporciona una Unica perspectiva; el movimiento a
través del ojo de la camara. Y, desde luego, tenemos velocimetros, controles de la
rapidez, limites de rapidez, etc. (Hecht, 1987). Esto implica la necesidad de identificar en
la historia los momentos significativos que generaron la evolucion de dichas
concepciones.

Por ejemplo, en (Kline, 1972) se afirma que una de las contribuciones de Nicolas de
Oresme (c. 1323-1382) fue el estudio del cambio. Recordemos que Aristoteles distinguia
nitidamente entre cualidad y cantidad. La intensidad del calor era una cualidad, y para
cambiar la intensidad, una sustancia, una especie de calor, debe perderse y otra afiadirse.
En este sentido, Oresme afirmaba que no habia tipos diferentes de calor sino mas o
menos cantidad del mismo tipo, asi, varios escolasticos del siglo XIV en Oxford y Paris,
comenzaron a pensar sobre el cambio y la velocidad del cambio de forma cuantitativa.

Estos autores estudiaron el movimiento uniforme (movimiento con velocidad constante),
movimiento diforme (movimiento con velocidad variable) y movimiento uniformemente
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diforme (movimiento con aceleracidén constante). Para estudiar el cambio y la velocidad
del cambio, Oresme siguié la tradicién griega afirmando que las cantidades medibles
distintas de nUmeros podian representarse mediante puntos, lineas y superficies (Kline,
1972).

Para representar el cambio de la velocidad con el tiempo, Oresme representa el tiempo a
lo largo de una linea horizontal, que llama la longitud, y las velocidades en distintos
instantes de tiempo mediante lineas verticales, que llamé latitudes. Para representar una
velocidad que decrece uniformemente desde el valor OA en O a cero en B, dibuja una
figura triangular.

Figura 1. Representacién del decrecimiento de velocidad.

Fuente: Kline, M. (1972).

También apunta que el rectangulo OBDC, determinado por E, el punto medio de AB, tiene
la misma area que el tridngulo OAB y representa un movimiento uniforme a lo largo del
mismo intervalo de tiempo. Oresme asociaba el cambio fisico con toda la figura
geomeétrica. El area completa representaba la variacion en cuestion; no habia referencia
a valores numéricos.

Kline (1972) afirma que Oresme contribuyo a la formacion del concepto de funcién, a la
representacion funcional de las leyes fisicas y a la clasificacion de las funciones. Se le ha
acreditado también la creacién de la geometria de coordenadas y la representacion
grafica de funciones. En realidad, la latitud de las formas es una idea poco clara, como
mucho un tipo de grafico. Aunque la representacion de Oresme de la intensidad con el
nombre de latitudes formarum fue una técnica importante en el objetivo escolastico de
estudiar el cambio fisico y fue aplicada en algunos intentos de revisar la teoria de
Aristoteles sobre el movimiento, su influencia sobre el pensamiento posterior fue pequenia.
Galileo utilizé esta figura, y con bastante mas claridad y acierto.

Como la teoria de Aristoteles habia adquirido cierto ascendiente, fue su teoria la que
constituyo el punto de partida para las investigaciones sobre el movimiento. Los cientificos
medievales intentaron resolverlas dentro del marco de referencia aristotélico; esto
muestra su vinculacion con la tradicidon de investigacion aristotélica.

La escuela parisina de Buridan y Oresme considerd no solo el movimiento uniforme sino
también el diforme y el uniformemente diforme, y demostré para su propia satisfaccion
gue la velocidad efectiva en el Movimiento Uniformemente Diforme (M.U.A.) era la media
de las velocidades inicial y final (Kline, 1972).
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Quiza lo més significativo acerca de los esfuerzos realizados en el desarrollo de la
mecanica en los siglos Xl y XIV fue el intento de introducir consideraciones cuantitativas
y reemplazar razonamientos cualitativos por cuantitativos.

Esto muestra la importancia de tener en cuenta que todo cientifico, antes y ahora, se
adhiere a ciertos puntos de vista acerca de como se deberia ejercer la ciencia, y de lo que
cuenta como explicacion adecuada del uso de controles experimentales, etc. Estas
normas, a las que un cientifico se atiene en su evaluacion de teorias, han sido quiza la
fuente mas importante de la mayor parte de las controversias en la historia de la ciencia
y del surgimiento de muchos de los problemas conceptuales mas graves con los que los
cientificos se las han tenido que ver (Laudan, 1979).

En el Renacimiento el clamor por la reforma de la ciencia, resalta el hecho de como en
los siglos anteriores de su existencia, las mateméticas iban a obtener sus principales
inspiraciones y temas de las ciencias fisicas. Sin embargo, para que la ciencia floreciera
era esencial que los europeos rompieran con la adherencia servil a la autoridad. Ya
bastante se habian dado cuenta de que el método de la ciencia debia ser cambiado;
iniciaron una verdadera ruptura con el escolasticismo y con la aceptacion sin critica del
conocimiento griego.

La importancia de los comienzos de la ciencia moderna, esta en el hecho de que preparé
el camino para los principales desarrollos en matematica. El efecto a largo plazo fue que
la mateméatica moderna, guiada por la doctrina platénica de que es la esencia de la
realidad, creci6 casi enteramente a partir de los problemas de la ciencia (Kline, 1972).
Con la nueva linea directriz para estudiar la naturaleza y obtener leyes que englobaran
observaciones y hechos experimentales, las matematicas rompieron con la filosofia y se
unieron a las ciencias fisicas. Las consecuencias para las mateméaticas fueron una
explosion de actividad y de creacion original que fue la mas prolifica en su historia.

Paradigma cientifico

De La estructura de las revoluciones cientificas (Kuhn, 1992) se toma otro referente clave
para la conformacién de este esquema conceptual dirigido al estudio de la funcion desde
el movimiento; en él, Kuhn propone un modelo de progreso cientifico cuyo elemento
primario es el “paradigma”. Para empezar, son “modos de mirar el mundo”; ideas o
sospechas, amplias y cuasimetafisicas, acerca de cdmo se deberia explicar los
fendmenos de un dominio. Incluidas bajo el paraguas de cualquier paradigma bien
desarrollado, habréa cierto niumero de teorias especificas, cada una de las cuales
presupone uno o mas elementos del paradigma.

Para tomar un caso que ejemplifique la idea de paradigma, tomemos la medicién; esta es
una de las varias nociones que la ciencia moderna ha tomado del sentido comun. Sin
embargo, la medicién no aparece como parte de sentido comun hasta que no se alcanza
un estadio de civilizacion relativamente alto; por otra parte, la concepcion de medicion
propia del sentido comin ha cambiado a lo largo de la historia y se ha desarrollado
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enormemente (Hewitt, 1995).

La medicién puede definirse en general como la atribucién de nimeros a propiedades,
para representarlas. Sin embargo, no todas las propiedades pueden representarse
mediante ndmeros, sino solo algunas. Ademas, hay propiedades medibles y propiedades
no medibles.

Considerando como propiedades medibles de un cuerpo aquellas que cambian por la
combinacion de cuerpos semejantes, las propiedades no medibles son las que no
cambian al realizar la operacion.

Por otra parte, decimos que la medicion es la representacion de propiedades por
“‘numeros”. Entendemos que es la representacion de propiedades que no son nimeros
por los simbolos que corrientemente usamos para representar nimeros. Ademas, esos
simbolos tienen un nombre especifico: se llaman “cifras” (Kline, 1972).

Es necesario tener en cuenta que las propiedades medibles de un objeto tienen que
parecerse de algun modo particular a la propiedad de ser nimero, puesto que pueden
representarse adecuadamente por los mismos simbolos; tienen que tener alguna cualidad
comun con los numeros. ¢,Cual es esta cualidad?

Segun Campbell (1994), para que una propiedad sea medible debe ser tal que:

1. Dos objetos que respecto de esa propiedad sean lo mismo que un tercer objeto, sean
lo mismo el uno que el otro.

2. Por la adicion sucesiva de objetos podamos construir una serie normal, un miembro
de la cual sea lo mismo, respecto de la propiedad, que cualquier otro objeto que
deseemos medir.

3. lguales afnadidos a iguales produzcan sumas iguales.

Para conseguir que una propiedad sea medible tenemos que hallar algin método para
decidir acerca de la igualdad y de la adicién de objetos, de modo que se cumplan esas
reglas.

Es preciso pertenecer a un paradigma que considere la medicion como se ha
caracterizado anteriormente para poder hablar de leyes de la medicion. Pero surge por lo
menos el siguiente interrogante: ¢ Cual es la naturaleza de esas leyes o reglas?

Pues bien, son leyes establecidas por experimentos determinados. El hecho de que las
reglas se cumplen puede y debe ser determinado por experimentos, del mismo modo que
se determina el hecho de que una ley cualquiera es verdadera.

Para Hewitt, el proceso de descubrimiento de que una propiedad es medible y el de
establecer el procedimiento para medirla, se basan en la investigacion experimental. Cada
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vez gque se inaugura una nueva rama de la fisica (la fisica es la ciencia que estudia esos
procesos de medicion), el primer paso es siempre hallar algun proceso para medir las
nuevas propiedades en estudio, y hasta que no se resuelve este problema no puede
conseguirse ningun gran progreso en la nueva rama. Su solucion exige el descubrimiento
de nuevas leyes (Hewitt, 1995).

Ya antes de que apareciera la historia propiamente dicha se habian descubierto leyes que
hacian medibles algunas de las propiedades utilizadas por la ciencia moderna. La historia
empieza practicamente con los griegos, pero antes de su época se habia hallado que las
propiedades de peso, longitud, volumen y area son medibles; el descubrimiento de las
leyes necesarias para ello tuvo probablemente lugar en el gran periodo de las civilizaciones
babilénica y egipcia. Los griegos, sobre todo en la persona de Arquimedes, hallaron como
puede medirse la fuerza mediante el establecimiento de las leyes de la palanca y otros
sistemas mecénicos (Hull, 1984).

Segun Kline desde los tiempos méas antiguos se presentaron groseros métodos para medir
periodos, pero hasta el siglo XVII no se descubrié un verdadero método que realmente
obedeciera a las tres reglas; el método nacio gracias a la Ley del péndulo, de Galileo.

Teniendo en cuenta que la medicion consiste en la atribucién de niameros (o cifras) a
propiedades para representarlas, se habia considerado anteriormente un modo de hacer
esa atribucion y se habian sacado a la luz las leyes que tienen que cumplirse para que
sea posible aplicar dicho procedimiento. Este, por otra parte, es el fundamental.

Esta afirmacion la ha consolidado la historia; todas las propiedades medidas en la era
propiamente precientifica lo fueron (o, por lo menos, eran medibles) por el proceso
fundamental; esto puede decirse del peso, la longitud, el volumen, el area y los tiempos.
La medicion derivada y dependiente es un producto de la investigacion cientifica
consciente y propiamente dicha, aunque el descubrimiento se haya perdido, en algunos
casos, en la niebla del pasado (Kline, 1972).

Lo anterior ejemplifica el paradigma de la medicion, moderna. Veamos ahora como
evoluciona un concepto y cOmo se presentan los cambios en las visiones del mundo, es
decir, los cambios de paradigma.

La propiedad que se va a tomar como ejemplo es un caso de medicion dependiente y por
tanto derivada, es la rapidez.

Hecht (1987) sostiene que las artes trabajan para volver a crear una sensacion de
movimiento y por este medio comprenderlo. Por su parte, la fisica intenta cuantificar para
describir en términos medibles, para asociar nimeros con cantidades y al hacerlo
establecer su propia forma de entendimiento. Cuanto mas velozmente se mueve un
objeto, menos tiempo tardara en recorrer una distancia dada. Existen relojes para medir
tiempos y reglas para medir distancias; solo tenemos que relacionar de algin modo esas
primitivas ideas intuitivas para cuantificar “la rapidez”.

Se cuenta con el concepto antiguo de rapidez, que Aristételes, entre otros, especificd como
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‘la distancia recorrida en un tiempo dado”. En nuestros dias, decimos casi lo mismo,
definiendo rapidez como la RAZON entre la distancia recorrida y el tiempo transcurrido
correspondiente (Hecht, 1987).

Distancia recorrida

Rapidez =
P Tiempo transcurrido

Es importante tener una idea de lo que significa rapidez constante o uniforme. A pesar de
las presunciones de prioridad de Galileo, la siguiente definicion fue una contribucion de la
fisica medieval: la rapidez uniforme corresponde a recorrer distancias iguales en tiempos
iguales.

La palabra velocidad es un sindbnimo comun de rapidez, aunque en fisica hay una
diferencia significativa entre las dos. Asi como la rapidez se refiere solo a la magnitud del
movimiento, la velocidad especifica tanto la rapidez como la direccién (Hull, 1984).

Hasta pasados cientos de afios de la Edad Media no se hizo practica comun representar
ecuaciones en forma simbdlica (Kline, 1972). Lo que permite afirmar que, si se tiene en
cuenta a la simbolizacion como el Ultimo estadio del proceso de conceptualizacion, los
conceptos de velocidad y rapidez aln no se habian consolidado formalmente.

Por tradicion, la letra griega delta, &, precediendo a una cantidad significa usualmente el
cambio en esa cantidad. Asi, sid es la distancia, &d es el cambio en la distancia o longitud 19
recorrida.

Similarmente, si t representa el tiempo, Ot quiere decir el cambio en el tiempo, o duracion
transcurrida. La rapidez media puede expresarse como:

Ad
Vm = R
Morris Kline sostiene que una vez tratada con éxito la rapidez media uniforme, intentaron,
aunque en vano, definir el concepto de rapidez instantanea. Los eruditos medievales no
pudieron definir de forma adecuada la rapidez instantanea debido a que no tenian
ninguna concepcion del proceso de limite, de la idea de que Ad se haria
infinitesimalmente pequefio cuando At fuera infinitesimalmente pequefo, y sin

Ad

embargo, la razon I permaneceria finita. No obstante, les gustaba razonar en

términos de proporciones y razones, y desde luego, nunca usaban simbolos en vez
de frases (Kline, 1972).

Revolucion cientifica

Para Newman, la ciencia moderna fue fundada por hombres que se planteaban mas
cuestiones de investigacion que sus predecesores. La esencia cientifica de la revolucion
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cientifica de los siglos XVI y XVII es mas bien un cambio en las perspectivas mentales,
que un florecimiento de la invencion, y Galileo, mas que ningun otro pensador particular,
fue responsable de este cambio (Newman, 1994).

Para revisar los aspectos caracteristicos de la ciencia moderna que facilitaron el progreso
en matematicas, es conveniente partir de Galileo, no sin antes retomar a Thomas Kuhn,
guien en su libro La estructura de las revoluciones cientificas argumenta que las

Revoluciones cientificas se inician con un sentimiento creciente, también a
menudo restringido a una estrecha subdivision de la Comunidad Cientifica, de que
un paradigma existente ha dejado de funcionar adecuadamente en la exploracién
de un aspecto de la naturaleza, hacia el cual el mismo paradigma habia
previamente mostrado el camino (Kuhn, 1992).

En este desarrollo, Kuhn afirma que el sentimiento de mal funcionamiento que puede
conducir a la crisis es un requisito previo para la revolucion.

Las revoluciones cientificas solo necesitan parecerles revolucionarias a aquellos cuyos
paradigmas sean afectados por ellas. Siguiendo la linea de pensamiento de Kuhn, esto
nos conduce a considerar que si bien, desde la Antigiiedad mas remota, la mayoria de
las personas han visto algun objeto pesado balanceandose al extremo de una cuerda o
cadena, hasta que finalmente queda en reposo. Para los aristotélicos que creian que un
cuerpo pesado se desplazaba por su propia naturaleza de una posicion superior a una
mas baja, hasta llegar a un estado de reposo natural, el cuerpo que se balanceaba
simplemente estaba cayendo con dificultad. Sujeto a la cadena solo podia quedar en
reposo en su posicion mas baja, después de un movimiento tortuoso y de un tiempo
considerable (Kuhn, 1992).

Para Galileo, por otra parte, al observar el cuerpo que se balanceaba, vio un péndulo, un
cuerpo que casi lograba repetir el mismo movimiento, una y otra vez, hasta el infinito. Y
después de ver esto, Galileo observo también otras propiedades del péndulo y construyo
muchas de las partes mas importantes y originales de su nueva dinamica, de acuerdo con
esas propiedades.

De las propiedades del péndulo, Galileo dedujo sus Unicos argumentos completos y
exactos para la independencia del peso y del indice de caida, asi como también para la
relacion entre el peso vertical y la velocidad final de los movimientos descendentes sobre
un plano inclinado. Todos esos fenédmenos los vio diferentes de como habian sido vistos
antes.

El cambio de visién parece haber estado involucrado con la explotacion por parte de
Galileo de posibilidades perceptuales disponibles debido a un cambio del paradigma
medieval. Galileo no habia recibido una instruccion totalmente aristotélica. Por el
contrario, habia sido preparado para analizar los movimientos, de acuerdo con la teoria
del impetu, un paradigma del final de la Edad Media, que sostenia que el movimiento
continuo de un cuerpo pesado se debia a un poder interno, implantado en él por el
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impulsor que inicié su movimiento.

Por otra parte, la historia del conocimiento cientifico destaca a Jean Buridan y Nicolas
Oresme, escolasticos del siglo XIV que llevaron la teoria del impetu a sus formulaciones
mas perfectas, ellos son los primeros hombres de quienes se sabe que vieron en los
movimientos de oscilacion una parte de lo que vio en ellos Galileo. Buridan describe el
movimiento de una cuerda que vibra como aquel en el que el impetu es implantado
primeramente cuando se golpea la cuerda. Mas avanzado el siglo, Oresme bosquejé un
analisis similar de la piedra que se balancea, en lo que ahora aparece como la primera
discusion sobre el péndulo.

De manera clara, su opinidn se encuentra muy cerca de la que tuvo Galileo cuando abordé
por primera vez el estudio del péndulo (Kline, 1972). Al menos en el caso de Oresme y
casi seguro que también en el de Galileo, fue una visién hecha posible por la transicion
del paradigma aristotélico original al paradigma escolastico del impetu para el movimiento
(Kuhn, 1992).

Si se analiza desde la perspectiva epistemolégica expuesta por Larry Laudan en El
progreso y sus problemas, hasta que se inventé ese paradigma escolastico no hubo
péndulos, sino solamente piedras oscilantes, para que pudiera verlas el cientifico. Los
péndulos comenzaron a existir gracias a algo muy similar al cambio de forma provocado
por un paradigma. Aristételes y Galileo vieron ambos el péndulo, pero difirieron en sus
interpretaciones de lo que ambos habian visto. Galileo interpret6 las observaciones del
péndulo y Aristoteles las de las piedras en caida. Cada una de esas interpretaciones
presuponia un paradigma, pues cada uno de ellos pertenecia a una tradicion de
investigacion diferente.

Para aprender algo mas sobre cudles pueden ser las diferencias de experiencia, volvamos
por un momento a Aristoteles, Galileo y el péndulo: ¢ Qué datos pusieron a su alcance la
interpretacion de sus diferentes paradigmas y su medioambiente comun?

Al respecto, Thomas Kuhn sostiene que “al ver la caida forzada, el aristotélico mediria (o
al menos discutiria; el aristotélico raramente media) el peso de la piedra, la altura vertical
a que habia sido elevada y el tiempo requerido para que quedara en reposo. Junto con la
resistencia del medio, esas fueron las categorias conceptuales tomadas en consideracion
por la ciencia aristotélica para tratar la caida de un cuerpo. La investigacién normal guiada
por ellas no hubiera podido producir las leyes que descubrié Galileo. Solo podia —y lo
hizo por otro camino— conducir a la serie de crisis de la que surgi6 la visién de Galileo de
la piedra oscilante”.

Como resultado de estas crisis y de otros caminos intelectuales, Galileo vio la piedra que
se balanceaba de manera totalmente diferente. El trabajo de Arquimedes sobre los
cuerpos flotantes hizo que el medio no fuera esencial: la teoria del impetu hacia que el
movimiento fuera simétrico y duradero; y el neoplatonismo dirigié la atencion de Galileo
hacia la forma circular del movimiento.
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Por consiguiente, Kuhn sostiene que Galileo midié solo el peso, el radio, el
desplazamiento angular y el tiempo por oscilacién, que eran precisamente los datos que
podian interpretarse de tal modo que produjeran sus leyes para el péndulo. En realidad,
la interpretacion resulté casi innecesaria. Con los paradigmas de Galileo, las
regularidades similares a las del péndulo eran casi accesibles a la inspeccion.

Es asi como Kuhn, concluye que las regularidades que para un aristotélico no hubieran
podido existir (y que, en efecto, no se encuentran ejemplificadas precisamente en ninguna
parte de la naturaleza), fueron para el hombre que vio la piedra oscilante como la vio
Galileo, consecuencias de la experiencia inmediata.

De otra parte, Kuhn (1992) supone que puede ser demasiado imaginario el ejemplo
anterior, ya que los aristotélicos no registran ninguna discusion sobre piedras oscilantes.
De acuerdo con su paradigma, este era un fendmeno extraordinariamente complejo. Pero
los aristotélicos discutian el caso mas simple: el de las piedras que caian sin
impedimentos no comunes, y en ese caso pueden observarse claramente las mismas
diferencias de vision. Aristételes vio un cambio de estado mas que un proceso. Para él,
por consiguiente, las medidas pertinentes de un movimiento eran la distancia total
recorrida y el tiempo total transcurrido, es decir, parAmetros que producen el concepto de
velocidad media.

Es importante recordar, que la nocion que tenia Aristoteles de la velocidad fue dividida
por los escolasticos en conceptos que poco después de Galileo se convirtieron en nuestra
velocidad media y velocidad instantanea.

Galileo no fue uno de los primeros hombres que sugirid que las piedras caen con un
movimiento uniformemente acelerado. Habia desarrollado su teoria sobre ese tema junto
con muchas de sus consecuencias antes de llevar a cabo sus experimentos sobre un
plano inclinado. Este teorema fue otro del conjunto de nuevas regularidades accesibles al
genio en el mundo determinado en conjunto por la naturaleza y por los paradigmas, de
acuerdo con los cuales habian sido educados Galileo y sus contemporaneos (Kuhn,
1992).

Se ha denominado a Galileo como el primero de los modernos. Su interés primordial fue
descubrir mas bien como actian las cosas, que por qué lo hacen. No despreciaba la
teoria, pero reconocia que esta debe ajustarse a los resultados de la observacion, que los
esquemas de la naturaleza no se han establecido para que los comprendamos de forma
facil.

Galileo en su obra publicada en 1638, se enfrent6 con el problema de la caida de los
cuerpos (Jourdain, 1994) e intento hallar no por qué cae, sino como cae, es decir, en qué
forma matematica la distancia recorrida y la velocidad alcanzada dependen del tiempo
transcurrido en la caida y el espacio recorrido.

Debido a que los cuerpos en caida libre alcanzaban una velocidad fuera de la capacidad
de los instrumentos de medidas de que se disponia entonces, Galileo se aproximé al

22



UNIVERSIDAD DE
CUNDINAMARCA

problema de verificacion a través de la gravedad. Demostré que un cuerpo que desciende
por un plano inclinado de una altura dada, alcanza una velocidad no ligada con el &ngulo
de la pendiente, y que su velocidad final es la misma que si hubiera caido a través de la
misma altura vertical (Kline, 1972).

A su modo aun primitivo, Galileo plante6 la pregunta del modo siguiente: “¢Es v
proporcional a s? ¢0 es proporcional a t?

Al respecto, Hecht plantea que el investigador moderno preguntara: ¢Qué funcién es el
namero v, que representa la velocidad, de los ndmeros s y t que representan,
respectivamente, la distancia recorrida y el tiempo de caida?

Por su parte, Galileo formul6 las hipétesis correspondientes y entonces averigué por
prueba empirica efectiva si las hipotesis eran correctas o no. Una de las hipétesis de
Galileo era, pues, que lavelocidad adquirida en la caida es proporcional al tiempo de caida.

Para averiguar mediante el experimento si esta hipétesis concordaba o no con los hechos
observados, resultaba dificil probar por algin medio directo que la velocidad adquirida
fuera proporcional al tiempo de caida; en cambio, era mas facil averiguar la ley segun la
cual la distancia aumenta con el tiempo (Hecht, 1987).

Galileo dedujo con su hipotesis la relacion que debia existir entre la distancia y el tiempo.
En la comprobacion experimental de la relacion de s y t, Galileo se encontr6 con el
problema de que el movimiento de los cuerpos en caida libre es demasiado rapido para
gue pudiera observarlo de manera exacta con los imperfectos medios de que disponia.
No habia aun relojes mecéanicos a principios del siglo XVII; precisamente fueron los
conocimientos dinamicos fundados por Galileo los que posibilitaron la construccién de los
relojes mecanicos. Galileo consiguié un movimiento menos rapido, de modo que sy t
fueran lo suficientemente grandes como para medirlos con un aparato bastante primitivo,
en el cual unas bolas rodaban por planos inclinados (Kline, 1972).

De lo anterior, se concluye que al igual que Galileo, hemos partido de nociones que nos
son familiares, a través de la practica, para llegar a efectuar mediciones de caracter
derivado, tales como la velocidad. La medicion de la velocidad en el caso en que cambia
de un instante a otro es, una ilustracion de la formacion de los conceptos fundamentales
del calculo diferencial.

Es evidente que la velocidad de un objeto en movimiento puede cambiar; las variaciones
de rapidez y de direccion o de direccién solo, son mas la regla que la excepcién (Hecht,
1987). Pero, ¢ cual es el concepto que caracteriza el movimiento cambiante?

Bien, esta claro que tal nocién ha incorporado el cambio en la velocidad, pero, por si
mismo, esto no es suficiente. El cambio real en la velocidad tiene a menudo menor interés
inmediato que la razén a que cambia. Lo que en realidad se necesita, entonces, es la
razén a la que varia la velocidad con la distancia, por ejemplo, o, quiza, con el tiempo.
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La idea basica de la razon de cambio de la rapidez con el tiempo, se remonta a la antigua
Grecia (Kline, 1972). Mereciendo un nombre legitimo propio, se le denomina aceleracion,
y se define mediante la relacién:

Cambio en la velocidad

Aceleracion = — -
Tiempo transcurrido

Este concepto concluye cambios en rapidez, direccion o en ambos. Segun esto,
escribamos simbdlicamente, la aceleracién media como:

Av

am = —
At

La velocidad y la aceleracion son cualidades del movimiento, pero el rasgo de la velocidad
(y la aceleracién) que le da toda su importancia la hace al mismo tiempo (como vimos
antes, de acuerdo con el trabajo de Galileo) totalmente insusceptible de medicién por el
proceso fundamental.

Algo que cuestiona a Campbell es, ¢como la mediremos? Pues bien, si la medicién
significa realmente algo, tiene que haber alguna semejanza importante entre la propiedad
medida, por un lado, y las cifras escogidas para representarla, por otro. En la medicién de
tipo fundamental esa semejanza (o la parte mas importante de esta) surge del hecho de
que la propiedad es susceptible de adicién segun las mismas reglas de la adicién del
namero, con el cual las cifras estan intimamente relacionadas. Esa semejanza no se da
en nuestro presente caso. ¢Qué semejanza queda?

Lo que queda es una semejanza respecto del “orden”. En virtud de su uso para
representar numeros, las cifras se caracterizan por un orden determinado; estan
convencionalmente dispuestas en una serie de secuencia determinada: “2” sigue a “1” y
precede a “3”; “3” sigue a “2”, y precede a “4“, y asi sucesivamente (Campbell, 1994).

El orden es, caracteristico de las cifras; pero también caracteristico de las propiedades
representadas por cifras del modo que vamos a considerar ahora; este es el rasgo que
hace significativa la nueva “medicién”. Asi, en nuestro ejemplo, los cuerpos experimentan
un orden natural de velocidad que es independiente de cualquier medicion efectiva.
Podemos utilizar las expresiones “mas veloz” y “menos veloz” para su aplicacion a
cuerpos en movimiento, diciendo que el cuerpo A es “menos veloz” que el cuerpo B, y B
“‘menos veloz” que A.

Este tipo de determinacion merece ser analizado con la 6ptica de Gaston Bachelard en
cuanto a la identificacion de los obstaculos del conocimiento cuantitativo. Bachelard
(1982) expresa que “es preciso cuidarse de caer en el exceso de precision en el reino de
la cantidad, o en el exceso de lo pintoresco en el reino de la cualidad”, y las apreciaciones
referentes al orden pueden presentar anomalias.
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Continuando con el enfoque de ciencia de Galileo, este, como Descartes, estaba
convencido de que la naturaleza estaba disefiada mateméticamente. Su afirmacion de
1610 es famosa:

La filosofia [naturaleza] esta descrita en ese gran libro que siempre esta delante
de nuestros ojos —quiero significar universo— pero que no podemos entender si
no aprendemos primero el lenguaje, y comprendemos los simbolos, en los que
esta escrito. El libro esta escrito en lenguaje matematico, y los simbolos son
triangulos, circunferencias y otras figuras geométricas, sin cuya ayuda es imposible
comprender ni una palabra de él, sin lo cual se deambula en vano a través de un
oscuro laberinto (Kline, 1972).

Esto hace comprensible porqué, tanto Galileo como Descartes simplificaron mil
fendmenos y cualidades para concentrarse en la materia y el movimiento, propiedades
gue pueden ser descritas matematicamente. Quiza no es muy sorprendente que en el
siglo en el que los problemas de movimiento eran los mas prominentes y serios, los
cientificos encontraran que el movimiento era un fenémeno fisico fundamental.

La concentracion en la materia y el movimiento fue solo el primer paso en el nuevo
enfoque de la naturaleza de Galileo. Su siguiente pensamiento, también expresado por
Descartes, fue que cualquier rama de la ciencia puede ser configurada sobre el modelo
de las matematicas.

Lo anterior implica dos pasos esenciales que caracterizan el paradigma dominante. Por
una parte, el hecho de que las mateméticas comienzan con axiomas —verdades claras y
autoevidentes— y a partir de ellos se pasa a establecer nuevas verdades mediante
razonamientos deductivos, por tanto, cualquier rama de la ciencia debe comenzar con
axiomas o principios y continuar deductivamente. En segundo lugar, se debe extraer de
los axiomas tantas consecuencias como sea posible.

Esta visibn se remonta a Aristételes, quien también buscaba una estructura deductiva
para la ciencia, con el modelo matematico en mente, lo cual muestra que, evidentemente,
como lo plantea Hermann Hankel citado por Kline (1972): “En la mayoria de las ciencias
una generacion destruye lo que otra ha construido y lo que una ha establecido otra lo
deshace. Solo en matematicas cada generacion afiade un piso nuevo a la antigua
estructura.” Pues, si bien, Galileo y Descartes conservaban -caracteristicas del
pensamiento matematico heredadas de Aristételes, Galileo se separé radicalmente de los
griegos, de los cientificos medievales e incluso de Descartes en su método para obtener
primeros principios, respecto al mundo fisico.

Los pregalileanos y Descartes habian creido que la mente proporcionaria los principios
basicos; no habia mas que pensar en cualquier clase de fendmenos y la mente
reconoceria de inmediato las verdades fundamentales. Este poder de la mente se ponia
claramente de manifiesto en las matematicas.
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Galileo decidié que, en fisica, en contraposicion a lo que ocurria en matematicas, los
primeros principios deben proceder de la experiencia y de la experimentacion. Algunos
pensadores del Renacimiento, y el contemporaneo de Galileo y Francis Bacon, habian
llegado a la conclusion de que la experimentacion era necesaria; en este aspecto
particular de su huevo método, Galileo no estaba por delante de los demas. Sin embargo,
el modernista Descartes no vio la sabiduria de la confianza de Galileo en la
experimentacion.

Los hechos que provienen de los sentidos, decia Descartes, solo pueden conducir al
engafo, pero la razon penetra a través de esos engafios. Desde los principios generales
innatos que proporciona la mente podemos deducir fendmenos particulares de la
naturaleza y comprenderlos (Laudan, 1979).

Galileo también era consciente de que se podia obtener principios incorrectos mediante
la experimentacion y que, como consecuencia, las deducciones que se basaran en ellos
eran incorrectas. Por ello propuso el empleo de los experimentos para comprobar las
conclusiones de sus razonamientos, asi como para obtener principios béasicos (Kline,
1972).

Galileo era, en realidad, una figura de transicion por lo que se refiere a la experimentacion.
El, con Isaac Newton cincuenta afios mas tarde, creia que unos pocos experimentos
claves o criticos podrian proporcionar principios fundamentales correctos. Muchos de los
llamados experimentos de Galileo eran en realidad experimentos mentales, es decir,
confiaba en la experiencia comun para imaginar lo que ocurriria si se realizara un
experimento. Entonces €l obtenia una conclusion con la misma confianza que si hubiera
realizado el experimento.

Cuando describe Galileo el movimiento de una bola arrojada desde el mastil de un barco
en movimiento, a uno de los personajes en el Didlogo (Galilei, 1994), Simplicio le pregunta
si habia realizado un experimento y Galileo le contesta: “No, y no lo necesito, porque sin
ninguna experiencia puedo confirmar que es asi, ya que no puede ser de otra manera.”
Dice, de hecho, que experimentaba pocas veces, y sobre todo en esos casos, para refutar
a quienes no se interesaban por las matematicas.

Kline sostiene que aunque Newton realizé algunos famosos e ingeniosos experimentos,
también dice que los utilizaba para hacer sus resultados fisicamente inteligibles y para
convencer a la gente.

La verdad del asunto de Galileo, al parecer se confirma por el hecho de que tenia algunas
ideas preconcebidas acerca de la naturaleza, lo que le hacia confiar en que unos pocos
experimentos bastarian. Creia, por ejemplo, que la naturaleza era sencilla. Por tanto,
cuando consideraba cuerpos que caian libremente, los cuales caen con velocidad
creciente, suponian que el aumento de la velocidad es el mismo en cada segundo de
caida. Esta era la “verdad” mas sencilla. Creia también que la naturaleza esta disefiada
matematicamente y, por tanto, cualquier ley matematica que pareciera estar de acuerdo
con ella, aun sobre la base de una experimentacion bastante limitada, le parecia correcta
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(Kline, 1972).

Hasta aqui el analisis epistemoldgico ha conducido a observar que en la ciencia existen
paradigmas que caracterizan momentos relevantes de su desarrollo, sin embargo,
teniendo en cuenta las ideas de Larry Laudan, los paradigmas de Kuhn, o “matrices
disciplinares”, estan siempre implicitos, nunca articulados por completo. En consecuencia,
es dificil comprender cémo puede dar razén de las muchas controversias tedricas que se
han producido en el desarrollo de la ciencia, dado que los cientificos pueden solo debatir
acerca de supuestos que se han explicitado en cierta medida (Laudan, 1979).

Programa de investigacion

Otra perspectiva epistemolégica acerca de la evolucion de la ciencia procede de los
planteamientos de Imre Lakatos (1978), quien ha desarrollado una posicion alternativa
gue denominé programa de investigacion.

Los programas de investigacion consisten en teorias generales constituidos por tres
elementos (Laudan, 1979):

1. Unndcleo sdlido (o heuristica negativa) de supuestos fundamentales que no pueden
ser abandonados o modificados sin el rechazo del programa de investigacion.

2. La heuristica positiva, que contiene un conjunto parcialmente articulado de
indicaciones o pistas sobre como cambiar, modificar, sofisticar, nuestras teorias
especificas siempre que deseemos mejorarlas.

3. Una serie de teorias, en la que cada teoria resulta de afiadir clausulas auxiliares a
la teoria anterior.

Continuando con la reflexion sobre el trabajo de Galileo, desde la perspectiva
epistemoldgica de Lakatos, se puede afirmar que el primer avance matematico que se
obtuvo de las investigaciones cientificas realizadas de acuerdo con el programa de
investigacion de Galileo provino del estudio del movimiento, aspecto que absorbi6 a los
cientificos y matematicos del siglo XVII.

Por ejemplo, segun la teoria heliocéntrica la Tierra giraba sobre si misma y efectuaba un
movimiento de revolucion en torno al Sol. ¢Por qué entonces deberian los objetos
permanecer en ella? ¢Por qué los objetos que se tiran deberian caer hacia la Tierra, si
esta ya no era el centro del universo?

Ademas, todos los movimientos terrestres, como el de los proyectiles, parecian producirse
como si la Tierra estuviera en reposo, emergiendo también un problema més especifico:
¢, Como disefiar métodos mas precisos para medir el tiempo?
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Al abordar la reflexion a la luz de la perspectiva de los programas de investigacion
(Lakatos, 1978), el segundo elemento denominado heuristica positiva facilita la
interpretacion de la evolucion del estudio del movimiento y la comprensién del proceso a
través del cual obtuvieron las mateméaticas un concepto fundamental, que fue central en
practicamente todo el trabajo de los siguientes 200 afios: el concepto de funcion o relacion
entre variables.

El programa de investigacion de Galileo se caracteriza por expresar sus relaciones
funcionales en palabras y en el lenguaje de las proporciones. En su trabajo sobre el
movimiento establece que los espacios descritos por un cuerpo que cae desde el reposo
con un movimiento uniformemente acelerado estan, unos con respecto a otros, en la
relacion de los cuadrados de los tiempos empleados en atravesar esas distancias. En
sintesis, Kline afirma que los tiempos de descenso a lo largo de planos inclinados de la
misma altura, pero de diferentes pendientes, estan unos con respecto a los otros en la
relacion de las longitudes de esos planos.

Para Morris Kline en su obra El pensamiento matematico, el lenguaje muestra claramente
que esta tratando con variables y funciones; no faltaba mas que un paso para escribir
estas frases en forma simbolica. Como el simbolismo del algebra se estaba extendiendo
en ese momento, la afirmacion de Galileo sobre los espacios descritos por un cuerpo que
cae pronto se escribié como:

s = kt?

Muchas de las funciones introducidas durante el siglo XVII fueron estudiadas en primer
lugar como curvas, antes de que el concepto de funcién fuera totalmente identificado. Eso
ocurrié con las funciones trascendentes elementales como:

logx, senx,y a*

Se destaca ademas, la introduccion de las antiguas y las nuevas curvas con movimientos.
Galileo, que habia demostrado que la trayectoria de un proyectil disparado en el aire
formando un angulo con respecto al suelo es una parabola, consideré también la curva
como el lugar geométrico de un punto movil (geometria dindmica).

Kline sostiene que “en Vieta se encuentra un excelente aporte en el proceso evolutivo de
dichos conceptos con su contribucion en la introduccién de un simbolismo algebraico
consistente”.  Por ejemplo, Galileo descubri6é la ley cuadratica de caida libre de los
cuerpos, segun la cual la caida s de un cuerpo que cae libremente en el vacio es una
funcion cuadratica del tiempo t, transcurrido desde cuando se le solté. (Kline, 1972), la
expresion (1) da cuenta de ello:

g=1L g% Q)
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Siendo g una constante que tiene el mismo valor para todo cuerpo en el mismo lugar de
la Tierra.

Mediante esta ley, Galileo convirtié una ley natural contenida en el movimiento efectivo
de los cuerpos en una funcién matematica construida a priori, y esto es lo que la fisica
intenta conseguir con todo fenémeno (Kline, 1972). Esa ley ha sido trazada por la
naturaleza, la cual parece establecer sus planos con una fina sensibilidad para con la
sencillez matematica y la armonia. El trabajo de Galileo es un ejemplo de cémo la
matematizacion de los conceptos fisicos representaron un gran avance hacia la madurez
de la ciencia.

Ahora, se requiere considerar los siguientes rasgos caracteristicos del proceso de
modelizacion matematica:

1. Variables, como ty s de la expresion (1), cuyos valores posibles pertenecen a un
campo, que es aqui el de los nimeros reales, y que podemos repasar enteramente
porgque es un campo nacido de nuestra propia y libre construccion.

2. Larepresentacion de esas variables por simbolos.

3. Funciones, proyecciones o representaciones, construidas a priori del campo de la
variable t sobre el campo de la variable s, en la cual el tiempo es la variable
independiente.

Por otra parte, al estudiar una funcion hay que dejar que la variable independiente recorra
todo su campo. Una conjetura acerca de la interdependencia de cantidades de la
naturaleza puede examinarse en el pensamiento, incluso antes de someterla a la prueba
de la experiencia, por el procedimiento de estudiar si se cumple a través de todo el campo
de las variables independientes. A veces algunos casos limites revelan sin mas que una
conjetura es insostenible (Kline, 1972).

Este tipo de razonamiento confirma la necesidad de vincular el “pensamiento matematico”
con los procesos de razonamiento llevados a cabo en la formacién de conceptos en las
ciencias naturales, que para efectos de este estudio se refieren al campo de la fisica, y que
a través de metodologias de modelizacion facilitan el abordaje de problemas empiricos y
conceptuales, soportados en la comprension epistemologica de la formacion del
pensamiento cientifico.

Concluyendo desde nuestro ejemplo de base, cuando se trabaja con variables, como ty s
de la expresion (1), los valores posibles pertenecen a un campo, que es aqui el de los
nameros reales, y se pueden repasar enteramente porque es un campo nacido de nuestra
propia y libre construccion, esto facilita la representacion de esas variables por simbolos y
el empleo de funciones o proyecciones o representaciones, construidas a priori, que a
través de metodologias de modelizacion enriquecen la comprension.
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Capitulo 2.

De las teorias a las tradiciones de investigacion: la epistemologia como referente
en la conceptualizacion de la funcion

Como reflejo de las propiedades generales de los conceptos abordados en el estudio de
la funcién desde el movimiento, el concepto de cambio aparece en la matematica junto a
los de magnitud variable y funcion, y fue esta extension capital del objeto de la matematica
lo que determind la transicidn a una nueva etapa: a la matemética de las magnitudes
variables.

La ley del movimiento de un cuerpo en una trayectoria dada —por ejemplo, a lo largo de
una linea recta— viene definida por el modo en que la distancia recorrida por el cuerpo
aumenta con el tiempo.

Asi, Galileo (1564-1542) descubri¢ la ley de la caida de los cuerpos, estableciendo que la
distancia recorrida en la caida crece proporcionalmente al cuadrado del tiempo. Este
hecho se expresa por la conocida expresion:

s = 1/2 gt2

En general, la ley del movimiento expresa la distancia recorrida en el tiempo t. El tiempo
ty la distancia s son, respectivamente, las variables “independiente” y “dependiente”, y el
hecho de que a cada instante t le corresponde una distancia definida s, se expresa
diciendo que la distancia s es funcién del tiempo t.

Los conceptos matematicos de variable y funcién son generalizaciones abstractas de
variables concretas (tales como tiempo, distancia, velocidad, angulo de rotaciony area de
una superficie barrida), y de las interdependencias entre ellas (la distancia depende del
tiempo, etc.).

Igual que el concepto de numero real es la imagen abstracta del valor real de una
magnitud arbitraria, asi, una variable es la imagen abstracta de una magnitud que varia,
lo que supone distintos valores durante el proceso en consideracion. Una variable
matematica x es “algo” o mas exactamente “cualquier cosa”, que puede tomar distintos
valores numéricos. Este es el sentido general de variable; en particular podemos entender
por ella, el tiempo, la distancia o cualquier otra magnitud variable (Kline, 1972).

Exactamente del mismo modo, una funcion es la imagen abstracta de la dependencia de
una magnitud respecto a otra. En la matemética, la afirmacion de que “y” es funcién de

“)” unicamente significa que a cada posible valor de “xX” le corresponde un valor definido

de ‘y”. Esta correspondencia entre los valores de “y” y los valores de *%” se llama:
funcion.
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Ademas de la relacion entre la distancia y el tiempo en la ley de caida de los cuerpos, se
encuentran otras situaciones que ejemplifican este tipo de situaciones.

1. Laenergia de un cuerpo que cae se expresa por sumasay su velocidad, de acuerdo
con la expresion:

mv

F =

Es decir, para un cuerpo dado la energia (E) es funcién de la velocidad v.

2. La cantidad de calor generada en un conductor en la unidad de tiempo al paso de
una corriente eléctrica, se expresa por:

_RI?

% =3

Significa que para una resistencia dada R a cada intensidad de corriente I, le corresponde
una cantidad definida de calor Q generado en la unidad de tiempo. Esto es, Q es funcion
del.

Estas expresiones se pueden resumir asi:

La expresion general representa el paso de las magnitudes variables concretas s, t, Q, E,
v, etc., alas variables generales x ey, y de las relaciones concretas anteriores, a la forma

general y=1ix?

En mecanica y electricidad se utilizan expresiones concretas que relacionan magnitudes
concretas, mientras que la teoria mateméatica de las funciones opera con la expresion
general, sin asociarla con ninguna magnitud determinada.

El siguiente grado de abstraccion en el proceso de conceptualizacion permite examinar la
correspondencia general de y con x, expresada en la forma abstracta:

y =f()

Esta expresion establece que la magnitud y es, de modo general, funcion de x; esto es,
cada valor dado de la x se corresponde de una manera o de otra con un valor definido de
lay.
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Tradicion de investigacion cartesiana

En la perspectiva epistemoldgica de tradiciones de investigacion, un importante aporte en
este proceso surge de Descartes a partir del establecimiento de las bases de la geometria
analitica. Las ideas basicas de Descartes son las siguientes:

En algebra si nos dan la ecuacion: xE4 yP = g
incégnitas.

la xy la y se consideran como

Como la ecuacién no permite determinarlas, ésta no ofrecia ningun interés especial. Sin
embargo, Descartes no considerd x e y como incognitas por obtener de la ecuacion inicial,
sino como variables; de este modo la ecuacion expresa la interdependencia de dos
variables. Tal ecuacion puede escribirse en forma general, pasando todos los términos al
primer miembro:

fG,y)=0

Afirma Morris Kline que Descartes introdujo también en el plano las coordenadas x, y que
ahora llamamos cartesianas. De este modo, a cada par de valores x e y corresponde un
punto y, reciprocamente, a cada punto corresponde un par de coordenadas x, y.

Asi, la ecuacion f(x,¥) =0 determina el lugar geométrico de los puntos del plano cuyas
coordenadas satistacen la ecuacion. Por ejemplo, la ecuacion x*+ y? = a*> representa
una circunferencia de radio ay centro en el origen.

Fermat y Descartes se hallaban inmersos en el trabajo cientifico, siendo, por ello,
plenamente conscientes de la necesidad de métodos cuantitativos, y la impresién que
caus6 en ambos la potencia del algebra hizo que se volcaran a la aplicacién de esta al
estudio de la geometria. La disciplina que crearon fue la llamada geometria de
coordenadas o analitica, y su idea central de asociar ecuaciones algebraicas a las curvas
y superficies es una de las vetas mas ricas y fructiferas del pensamiento matematico que
jamas se haya encontrado (Kline, 1972).

La motivacion de Fermat y Descartes se hallaba en las necesidades de la ciencia 'y en su
interés por la metodologia caracterizando una tradicion de investigacion, a la cual llego
por tres vias: 1. la filosofia, 2. el estudio de la naturaleza y 3. el interés por los usos de la
ciencia.

Descartes encontrd en las mateméticas el método para establecer la verdad en cualquier
campo. Estas le atraian porque las pruebas basadas en sus axiomas eran irrefutables y
la autoridad no contaba para nada. Las matematicas proporcionaban el método para llegar
a las verdades y para demostrarlas efectivamente, y era evidente que dicho método
trascendia a su materia de estudio. Se dedicé a aplicar dicho método a la geometria,
emprendiendo la aplicacion del algebra a la geometria.
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La geometria analitica resultdé ser una herramienta de doble uso para las matematicas.
Por una parte, los conceptos geométricos podian formularse de forma algebraica y los
objetivos geométricos podian alcanzarse por medio del algebra. Reciprocamente, al
interpretar de manera geométrica los enunciados algebraicos puede lograrse una vision
mas intuitiva de su significado, lo cual puede, a su vez, ser fuente de nuevas conclusiones.
La inmensa potencia que ha desarrollado la matematica desde el siglo XVIl en adelante
debe atribuirse, en gran medida, a la geometria analitica (Kline, 1972).

El mérito mas importante de la geometria analitica fue dotar a la ciencia del utillaje
matematico que siempre habia necesitado y que habia empezado a exigir abiertamente
en el siglo XVII: herramientas cuantitativas. No hay duda de que el mundo fisico pide, en
una primera etapa, geometria, pues “fornar geométrica la representacion, vale decir,
dibujar los fendmenos y ordenar en serie los acontecimientos decisivos de la experiencia,
he ahi la primera tarea en la que se funda el espiritu cientifico” (Bachelard, 1982).

Sin embargo, esta tarea de geometrizacion termina siempre por revelarse insuficiente. El
papel de la matematica y la fisica contemporanea sobrepasa pues notablemente la simple
descripcidon geométrica. La ciencia de la realidad busca el por qué matemaético.

La geometria analitica posibilito la expresion de formas y trayectorias en forma algebraica,
de la cual se podia extraer informacion cuantitativa. Hacia 1600, los cientificos europeos
estaban indudablemente impresionados por la importancia de las matematicas en el
estudio de la naturaleza.

En el siglo XVII, Descartes y Galileo revolucionaron la misma naturaleza de la actividad
cientifica. Seleccionaron los conceptos que debia utilizar la ciencia, redefinieron los
objetivos de la actividad cientifica y alteraron el método de la ciencia. Su reformulacion no
solo suministré una potencia inesperada y sin precedentes a la ciencia, sino que la ligo
indisolublemente a las matemaéticas (Kline, 1972).

Descartes proclamé explicitamente que la esencia de la ciencia eran las mateméticas.
Dice que: “Ni admite ni espera ningun principio de la fisica diferente de los que estan en
la geometria o0 en la matematica abstracta, porgue asi se explican todos los fenbmenos
de la naturaleza y pueden darse algunas demostraciones de ellos” (Kline, 1972).

La tradicion de investigacion cartesiana explicé con mas detalles que el mundo debe ser
accesible y reducible a las matematicas. Insisti6 en que las propiedades mas
fundamentales y fiables de la materia son forma, extension y movimiento en el espacio y
en el tiempo.

Como la forma es solo extension, Descartes afirmaba: “dadme extension y movimiento y
construiré el universo”. EI movimiento en si se producia por la accion de las fuerzas sobre
las moléculas. Descartes estaba convencido de que estas fuerzas obedecian a las leyes
matematicas invariables y, puesto que la extension y el movimiento eran expresables
matematicamente, todos los fendmenos podian ser descritos de la misma forma.
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Segun Morris Kline, los escritos de Descartes fueron altamente influyentes; su filosofia
deductiva y sistemética se extendidé en el siglo XVII; esta tradicibn de investigacion
impresion6 a Newton, en especial por la importancia del movimiento en ella.

Recordemos que

Una tradicion de investigacion es un conjunto de supuestos generales acerca de
las entidades y los procesos de un &mbito de estudio, y acerca de los métodos
apropiados que deben ser utilizados para investigar los problemas y construir las
teorias de ese dominio (Laudan, 1979).

Por tanto, es relevante tener en cuenta los aportes del cartesianismo como tradicion de
investigacion en el desarrollo del pensamiento cientifico.

Como toda tradicién de investigacién esta asociada a una serie de teorias especificas,
cada una de las cuales esta ideada para concretar la ontologia de la tradicién de
investigacion e ilustrar, o satisfacer su metodologia, y tiene como funcién proporcionar las
herramientas decisivas que se necesitan para resolver problemas, tanto empiricos como
conceptuales; su contribucion al trabajo cientifico la lleva hasta a definir parcialmente
cuales son los problemas y qué importancia se les debe asignar.

Se hace necesario recalcar que, en la tradicion de investigacion cartesiana, la ontologia
matemadtica (una ontologia que sostenia que todos los cambios fisicos son solo cambios
de cantidad) estaba estrechamente conectada con la metodologia deductiva y axioméatica
(de inspiracion matematica) del cartesianismo (Laudan, 1979).

Aspecto que debe ser considerado cuando se ejecuten acciones que empleen criterios de
trabajo orientados por esta tradicion.

Para Laudan, la tradicion de investigacion cartesiana especifica que solo existen la mente
y la materia, y que las teorias que hablan de otros tipos de sustancias (o de la mente y la
materia “mezcladas”) son inaceptables. Dicha tradicion de investigacion perfila los
distintos modos como estas entidades pueden interactuar. Asi, las particulas cartesianas
solo pueden interactuar por contacto, no por accion a distancia. Ademas, como la tradicién
identificaba la materia con el espacio, prohibia los espacios vacios.

Es importante destacar la separabilidad de las teorias de las tradiciones de investigacion:
casi toda la actividad teorica tiene lugar dentro del contexto de una tradicidn de
investigacion. Se sabe que dichas tradiciones limitan, inspiran y sirven para justificar las
teorias bajo ellas subsumidas; sin querer negar nada de ello, es igualmente importante
reconocer que hay circunstancias en que las teorias pueden desgajarse de las tradiciones
de investigacion que, inicialmente, las inspiraron o justificaron (Laudan, 1979).

Por ejemplo, asi como los aristotélicos, en determinados momentos abandonaron la
doctrina aristotélica de que el movimiento en el vacio es imposible, en ciertos momentos
algunos cartesianos rechazaron la identificacion cartesiana de materia y extension.
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Tradicion de investigacién galileana

La teoria galileana de la caida de los cuerpos ha sido desde 1650 considerada
independientemente de la tradicion de investigacion galileana (Laudan, 1979). Galileo, sin
embargo, obtuvo unos pocos principios a partir de la experiencia, y en este trabajo
también su enfoque fue una ruptura radical con respecto al de sus predecesores; pensaba
gue se debe penetrar en lo que es fundamental en los fendbmenos y comenzar alli.

En Dos nuevas ciencias citado por Newman (1994), Galileo sostiene que no es posible
tratar la variedad infinita de pesos, formas y velocidades. Habia observado que las
velocidades con las que caen objetos disimiles difieren menos en el aire que en el agua.
Por lo tanto, cuanto mas ligero sea el medio hay menos diferencias entre las velocidades
de caida de los cuerpos. “Habiendo observado esto, vino a mi la conclusién de que en un
medio totalmente desprovisto de resistencia todos los cuerpos caerian con la misma
velocidad”. Lo que Galileo estaba haciendo aqui era separar los efectos incidentales o sin
importancia en un esfuerzo por llegar al principal.

Por supuesto que los cuerpos reales caen en un medio resistente. ¢Qué podria decir
Galileo acerca de esos movimientos? Su respuesta fue:

Para manejar este asunto de una forma cientifica es necesario prescindir de estas
dificultades (resistencia del aire, fricciobn, etc.) y, habiendo descubierto y
demostrado los teoremas en el caso en que no hay resistencia, utilizarlos y
aplicarlos con las limitaciones que nos muestre la experiencia (Kline, 1972).

Habiendo prescindido de la resistencia del aire y de la friccion, Galileo buscaba leyes
bésicas del movimiento en el vacio. Por tanto, no solo contradecia a Aristoteles e incluso
a Descartes por pensar en cuerpos moviéndose en un espacio vacio, sino que hacia
precisamente lo que hace el matematico al estudiar figuras reales. EI matematico
prescinde de la estructura molecular, del color y del grosor de las lineas, para llegar a
algunas propiedades basicas y concentrarse en ellas.

Asi se introdujo Galileo en los factores fisicos basicos. A diferencia de los aristotélicos y
de los ultimos cientificos medievales, que se habian anclado en la consideracién de
cualidades que estimaban fundamentales, y estudiaban la adquisicién y pérdida de estas,
o debatian su significado, Galileo propuso buscar axiomas cuantitativos.

El conocimiento de la naturaleza que buscaba Galileo era descriptivo. Dice en Dos nuevas
ciencias que la causa de la aceleracién del movimiento de los cuerpos que caen no es
una parte necesaria de la investigacion (Kline, 1972). Mas en general, afirma que
investigara y demostrara algunas de las propiedades del movimiento sin considerar cuales
pueden ser sus causas. La busqueda cientifica positiva iba a separarse de las cuestiones
de motivacion ultima, e iba a abandonarse la especulacion sobre las causas fisicas.

Segun Kline (1972), incluso Descartes habia protestado ante la decisién de Galileo de
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buscar férmulas descriptivas, al expresar: “Todo lo que dice Galileo acerca de los cuerpos
que caen en el espacio vacio esta construido sin cimientos, deberia haber determinado
primero la naturaleza del peso”. Ademas, decia Descartes, Galileo deberia reflexionar
sobre las razones ultimas. Sin embargo, la decision de Galileo de buscar la descripcion
fue la idea mas profunda y fructifera que se haya podido tener sobre el método cientifico.

Galileo escogié un conjunto de conceptos enteramente nuevo, el cual, ademas, era
medible, de modo que sus medidas podian relacionarse mediante formulas. Algunos de
ellos son: distancia, tiempo, velocidad, aceleracién, fuerza, masa y peso.

Tradicion de investigacién newtoniana

Newton durante la segunda mitad el siglo XVII, al sentar las bases del calculo diferencial
e integral, dio un paso significativo en este proceso evolutivo del pensamiento cientifico.
Este fue el comienzo del andlisis, puesto que el objeto de este célculo son las propiedades
de las funciones mismas, distinto del objeto de la geometria analitica, que son las figuras
geométricas.

Las matematicas se hicieron importantes en la metodologia cientifica y se aprovecharon
tanto de su adopcion, que el Programa de Galileo fue aceptado por gigantes como
Newton, quien afirmaba que se necesitan los experimentos para obtener leyes basicas.
También es claro para él que la funcidn de la ciencia después de haber obtenido algunos
principios basicos es deducir nuevos hechos a partir de esos principios. En el prefacio de
sus Principia, dice:

Puesto que los cientificos (como nos dice Pappus) valoraban la ciencia de la
mecéanica como de la mayor importancia en la investigacion de las cosas naturales,
y los modernos, rechazando las formas substanciales y las cualidades ocultas, se
han esforzado por someter los fendbmenos de la naturaleza a las leyes de las
matematicas, en este tratado he cultivado las matematicas hasta donde se
relacionan con la filosofia (ciencia)... y, en consecuencia, presento este trabajo
como los principios matematicos de la filosofia porque la auténtica carga de la
filosofia parece consistir en esto, a partir de los fenomenos del movimiento,
investigar las fuerzas de la naturaleza y, entonces, mediante esas fuerzas mostrar
los otros fendmenos...” Newton citado por Kline (1972).

Los principios matematicos para Newton y Galileo eran principios cuantitativos. El primero
de ellos afirma en los Principia que su propoésito es descubrir y establecer la forma exacta
en la que “todas las cosas han sido ordenadas en medida, niumero y peso”.

La ciencia se hizo muy dependiente de las matematicas, casi subordinada a ellas. Fueron
los cientificos quienes extendieron el campo y las técnicas de las matematicas, y la
multiplicidad de problemas que suministré la ciencia proporcioné a los matematicos
muchas y mas profundas direcciones de trabajo creativo.
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Como los problemas cientificos son de naturaleza empirica y conceptual, una
manifestacion de estos ultimos se identifica cuando Newton anuncié su “sistema del
mundo”, recibiendo el aplauso casi universal por su capacidad para resolver muchos
problemas cruciales. Lo que preocupaba a muchos de los contemporaneos de Newton
(entre los que se encontraban Locke, Berkeley, Huygens y Leibniz) eran algunas
ambigledades y confusiones conceptuales en sus supuestos fundamentales: ¢Qué era
el espacio absoluto y por qué se necesitaba de él para hacer fisica?

Newton en sus Principia (1686) citado por Kline (1972) afirma: “no defino el tiempo, el
espacio, la posicion y el movimiento, ya que son bien conocidos de fodos”. Y
efectivamente estamos familiarizados con el movimiento en todas sus manifestaciones,
pero tenemos problemas cuando se nos pide definirlo.

Lo més probable es que formulemos una definicibn de movimiento. Por ejemplo, la frase
puede ser: “un cambio de posicién con el tiempo” o alguna equivalente a esta para
expresar la idea central. Parece que la capacidad humana para dar cualquier descripcion
precisa del movimiento depende, esencialmente, de los conceptos separados de espacio
y tiempo. Decimos que un objeto esta moviéndose si ocupa posiciones diferentes en
instantes distintos. Todos crecemos siendo buenos newtonianos, en el sentido de que
nuestras ideas intuitivas sobre espacio y tiempo estan en total armonia con las de Newton
(Kline, 1972).

El espacio para Newton es absoluto, en el sentido de que existe permanente e
independientemente de que haya alguna materia en él o moviéndose a través de él.
Citando las propias palabras de Newton en los Principia: “El espacio absoluto, en su
estado natural, sin relacion con nada externo permanece siempre igual e inamovible”.

El espacio es asi una especie de matriz tridimensional estacionaria en la cual pueden
existir objetos y por medio de la cual estos pueden moverse sin que se produzca ninguna
interaccion entre el espacio y el objeto. En el universo cada objeto existe como un punto
particular en el espacio y en el tiempo. Un objeto en movimiento experimenta un cambio
continuo de su posicion con el tiempo. Desde esta perspectiva el espacio esta ahi, y
nosotros simplemente tenemos la tarea de colocarle marcas. Ademas, nuestras medidas
fisicas estan de acuerdo con la geometria euclidiana, por lo que el espacio se considera
también euclidiano.

En conclusion, el espacio newtoniano es: 1. Homogéneo, teniendo en cuenta que es
infinito, continuo, pasivo o de inaccion causal, independiente, con relatividad en la
posicion, de divisibilidad infinita e isotropia. 2. Euclideo. 3. Tridimensional. 4. Inmutable.

El tiempo para Newton es también absoluto y discurre sin relacionarse con ningun suceso
o hecho fisico. Citando otra vez los Principia: “El tiempo absoluto, real y matematico, por
si, desde su propia naturaleza discurre igualmente sin relacion con ninguna cosa externa,
y por otro nombre se le llama ‘duracién”. El lenguaje es elegante pero deliciosamente
oscuro. Como dijo Newton en la cita primera de este documento, él no intentd definir ni el

espacio ni el tiempo.
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No se puede ni acelerar el tiempo ni frenarlo y este discurrir del tiempo es uniforme con
todo el universo.

En conclusién, el tiempo newtoniano es: 1. Homogéneo, puesto que es uniforme,
independiente, continuo, presenta relatividad en los intervalos, e inaccién causal. 2.
Unidimensional. 3. Sucesivo.

El espacio y el tiempo, aunque completamente independiente uno del otro, estan
interrelacionados de tal forma, que consideramos imposible que existan objetos en el
espacio durante ningun tiempo. O que existan durante un tiempo finito, pero “entre
ninguna parte” del espacio. Los dos, el espacio y el tiempo, se consideran como
infinitamente visibles sin tener estructura final.

Los parrafos anteriores describen, en lenguaje corriente, algunas nociones de sentido
comun sobre la naturaleza del espacio y el tiempo. Encajados en estas nociones hay
algunas consideraciones que se adoptan bien, a sabiendas o inconscientemente, para el
desarrollo de nuestra imagen del universo. Por esto es fascinante, aunque instintivamente
parece correcto, que muchas de estas ideas proporcionan consecuencias que son
inconsistentes con la experiencia.

El primer hecho aparente se relaciona con los movimientos a velocidades mas altas,
cercanas o casi iguales a la de la luz, y con los fendmenos del electromagnetismo; y fue
Einstein en su desarrollo de la teoria de la relatividad especial, quien expuso algunas de
las mas importantes limitaciones de las ideas clasicas, incluyendo las ideas propias de
Newton sobre la relatividad, y entonces demostr6 como necesitaban ser modificadas,
especialmente en lo referente al concepto de tiempo.

Con el fin de tener una mayor amplitud conceptual con respecto al espacio y al tiempo, se
consideraran los siguientes puntos de vista filoséficos (Rosental, 1946):

Tiempo y espacio: formas basicas de la existencia de la materia. Lo que ante todo interesa
a la filosofia es si el tiempo y el espacio son reales o constituyen puras abstracciones
existentes solo en la conciencia del hombre.

Rosental (1946) expresa que los fildsofos idealistas niegan el caracter objetivo del tiempo
y el espacio: los sitian en dependencia del contenido individual de la conciencia
(Berkeley, Hume, Mach), los ven como formas aprioristicas de la contemplacién sensorial
(Kant) o como categorias del espiritu absoluto (Hegel).

El materialismo reconoce el caracter objetivo del tiempo y el espacio, niega la realidad
fuera del uno y del otro. El tiempo y el espacio son inseparables de la materia. En esto se
revela su universalidad y su generalidad.

El espacio es tridimensional, el tiempo una dimension y solo una; el primero expresa el
orden en que estan dispuestos simultaneamente objetos que coexisten; el segundo, en
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cambio, expresa la sucesion en que van existiendo los fenGmenos que se sustituyen unos
a otros. El tiempo es irreversible, o sea, todo proceso material se desarrolla en una
direccion, del pasado al futuro.

El avance de la ciencia natural ha demostrado la inconsistencia de la concepcion
metafisica, segun la cual el tiempo y el espacio existen con independencia de los procesos
materiales y cada uno de por si.

El materialismo dialéctico no parte del simple nexo del tiempo y el espacio con la materia
en movimiento, sino que el movimiento constituye la esencia del tiempo y el espacio vy,
por ende, la materia, el movimiento, el tiempo y el espacio son inseparables. Esta idea ha
sido confirmada por la fisica moderna.

La ciencia natural de los siglos XVIIl y XIX, a la vez que reconocia el caracter objetivo del
tiempo y del espacio, los consideraba, siguiendo a Newton, separados uno del otro y como
algo independiente, con existencia por completo aparte de la materia y del movimiento.
En concordancia con las concepciones atomisticas de los filésofos clasicos de la
naturaleza (Demacrito, Epicuro), los naturalistas casi hasta el propio siglo XX identificaban
el espacio con el vacio, lo consideraron como algo absoluto, siempre y en todas partes
igual e inmavil, mientras que concebian el tiempo como fluyendo uniformemente.

La fisica moderna ha desechado las viejas representaciones del tiempo y el espacio como
recipientes vacios y ha demostrado la profunda interconexién existente entre ambos y la
materia en movimiento. La principal conclusion de la teoria de la relatividad de Einstein
estriba, precisamente, en establecer que el tiempo y el espacio no existen de por si, al
margen de la materia, sino que se encuentran en una interconexion universal de tal
naturaleza, que en ella pierden su independencia y aparecen como partes relativas de un
espacio-tiempo unico e indivisible.

La ciencia ha establecido con exactitud que el curso del tiempo y la extension de los
cuerpos dependen de la velocidad con que dichos cuerpos se mueven, y que la estructura
o las propiedades geométricas del continuo tetradimensional (espacio- tiempo) cambian
dependiendo de la acumulacion de masas de substancia y del campo de gravitacion por
ellas engendrado.

Han influido mucho en la formacion de las modernas teorias del espacio y el tiempo las
ideas de Lobachevski, Riemann, Gauss y Bolyai. El descubrimiento de la geometria no
euclidiana refutdé la doctrina kantiana sobre el tiempo y el espacio como formas
extraexperimentales de la percepcion sensorial.

Las investigaciones de Butlerov, Fiédorov y sus sucesores han revelado la dependencia
en que se encuentran las propiedades espaciales respecto a la naturaleza fisica de los
cuerpos materiales. Han descubierto que las propiedades fisico-quimicas de la materia
estan condicionadas por la disposicion espacial de los atomos. Veia el quimismo como
una de las manifestaciones del movimiento de la materia.
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El hecho de que varien nuestras representaciones acerca del tiempo y el espacio es
utilizado por el idealismo filosofico y el “fisico” para negar la realidad objetiva de aquellos.

Segun el materialismo dialéctico, el conocimiento humano proporciona una
representacion cada vez mas profunda y correcta del tiempo y el espacio objetivamente
reales (Rosental, 1946).

Las tentativas de leer el grande y misterioso libro de la naturaleza son tan antiguas como
el propio pensamiento humano y contindian siendo objeto de investigacién. Sin embargo,
hace tan solo unos tres siglos que los hombres de ciencia han comenzado a entender su
lenguaje. Su lectura ha progresado rapidamente desde entonces, es decir, desde Galileo
y Newton; nuevas técnicas y métodos sistematicos de investigacion se han desarrollado;
ciertas claves (Einstein, 1993) han sido resueltas, aun cuando muchas soluciones
resultaron temporales y superficiales a la luz de investigaciones posteriores.

Cuatro grandes tradiciones de investigacion en la historia del pensamiento cientifico se
pueden mencionar hasta el momento: el aristotelismo, el galileismo, el cartesianismo y el
newtonismo.

La tradicidn de investigacion newtoniana es ineludiblemente inductivista, siendo permitida
su adhesion solamente a aquellas teorias que han sido “inferidas inductivamente” a partir
de los datos. ¢ Constituyd esto una revolucioén cientifica? La idea de revoluciéon ha sido
acufiada por la obra de Thomas Kuhn, La estructura de las revoluciones cientificas. En
ella propone un modelo de progreso cientifico cuyo elemento primario es el “paradigma”.
Para Kuhn, el paradigma se caracteriza por ser “modos de mirar al mundo”, ideas o
sospechas, amplias o cuasimetafisicas, acerca de cémo se deberian explicar los
fendbmenos de un dominio (Laudan, 1979).

Una revolucion esta sefialada por el surgimiento de un nuevo “paradigma” teérico que, en
un corto tiempo, desacredita el antiguo paradigma y se gana la adhesion practicamente
unanime de los miembros de la comunidad cientifica en cuestion (Kuhn, 1992).

El ejemplo arquetipico de revolucion cientifica es, para Kuhn, el desarrollo de la mecanica
newtoniana desde 1700 hasta la mitad del siglo XIX; para Laudan no es sorprendente,
puesto que considera que puede haber habido pocos paradigmas o tradiciones de
investigacion con mas éxito que este.

Aunque no puede haber duda de que la tradicién de investigacion newtoniana tuvo un
tremendo impacto en la mecénica racional del siglo XVIll, esa tradicién no gozaba ni de
una adhesién unanime ni de la suspension del juicio critico que, segun la opiniéon de Kuhn,
tipifican los efectos de una revolucion cientifica (Laudan, 1979).

Las revoluciones pueden ser, y a menudo lo han sido, llevadas a cabo por una proporcién
relativamente pequefia de cientificos en un campo particular. Sin embargo, se habla de
una revolucién newtoniana en la fisica de comienzos del siglo XVIII, aunque la mayor
parte de los filésofos de la naturaleza de la época no eran newtonianos.
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Sostiene Laudan que una revolucion cientifica se produce no necesariamente cuando
toda y ni siquiera la mayoria de la comunidad cientifica acepta una nueva tradicion de
investigacion, sino mas bien cuando aparece una nueva tradicion de investigacion que
suscita el interés suficiente (quiza gracias a una tasa de progreso inicial elevada) como
para que los cientificos del campo relevante sientan, sean cuales sean sus compromisos
con su propia tradicion de investigacion, que tienen que llegar a un acuerdo con la
tradicion de investigacion en germen.

Newton produjo ese revuelo porque, una vez que se publicaron los Principia y la Optica,
casi todos los cientificos en activo sentian que tenian que vérselas con la vision
newtoniana del mundo, pues Newton habia elaborado un modo de abordar los fenémenos
naturales que no podia ser ignorado (Laudan, 1979).

La evolucién de las tradiciones de investigacion

Continuando con la reflexion desde la perspectiva de la identificacion de los problemas
cientificos, las teorias y la evolucion de las tradiciones de investigacion, Laudan en su
obra El progreso y sus problemas afirma que ‘hay muchos mas problemas comunes a
tradiciones de investigacion rivales que problemas de una sola tradicion”. Estos
problemas compartidos proporcionan la base para la valoracion racional de la efectividad
relativa de las tradiciones de investigacion rivales para resolver problemas.

Asi, cuando los newtonianos y los cartesianos del siglo XVIII hablaban del problema de la
caida libre, estaban identificando el mismo problema, a pesar de todas las profundas
diferencias entre sus respectivas tradiciones de investigacion.

A los filésofos de la ciencia les ha preocupado mucho la relacion entre las teorias de
Galileo y Newton sobre la caida libre y los datos. Como no podian afirmar que ambas
teorias “explicaban” los fendmenos de caida (dado que las dos son formalmente
inconsistentes), inventaron una serie de dispositivos para excluir el caracter de
“explicativa” de una teoria o de la otra. Y sin embargo es, seguramente, mas natural desde
el punto de vista histérico —y conceptualmente méas razonable— afirmar que ambas
teorias (la de Galileo y la de Newton) resolvian el problema de caida libre, si bien, quizas,
una con mayor precision que la otra. En beneficio de ambas redunda en el hecho de que,
como Newton percibid, cada una de ellas proporcionaba una solucion adecuada al
problema en cuestion.

Como una de las dimensiones mas ricas y saludables de la ciencia es el aumento, a través
del tiempo, de los requisitos que exige para que algo sea considerado como solucién a un
problema. Lo que una generacion de cientificos acepta como solucién perfectamente
adecuada, sera, a menudo, considerado por la siguiente como inadecuada. La historia de
la ciencia esta repleta de casos en los que soluciones cuya precision y especificidad eran
completamente adecuadas para una época, resultan ser por completo inadecuadas para
otra (Laudan, 1979).
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Sin embargo, para Galileo, Descartes, Huygens y Newton los puntos de vista de
Aristoteles no constituian en absoluto soluciones al problema de la caida de los cuerpos.
Se podria querer decir que los pensadores posteriores, simplemente trabajaban en un
problema muy diferente al de Aristételes; Laudan se inclina mas a ver esto como un caso
en el que, a lo largo del decurso temporal, los criterios por los que algo cuenta como
solucién a un problema han evolucionado tanto, que aquello una vez fue considerado una
solucién adecuada, deja de serlo como tal.

Lo que se consideraba que caracterizaba el nicleo irrenunciable de la tradicion de
investigacidon newtoniana en la mecanica del siglo XVIII (por ejemplo, el tiempo y el
espacio absolutos) ya no fue considerado como tal por los newtonianos de mediados del
siglo XIX.

Puede suceder que una tradicién de investigacion muy fructifera conduzca al abandono
de esa vision del mundo que es incompatible con ella, y a la elaboracién de una nueva
vision del mundo compatible con la tradicion de investigacion. Es de este modo como
muchos sistemas cientificos radicalmente nuevos llegan con el tiempo a ser
“canonizados” como parte de nuestro “sentido comun” colectivo (Laudan, 1979).

Durante los siglos XVII y XVIII, por ejemplo, las nuevas tradiciones de investigacion de
Descartes y Newton se enfrentaron violentamente a muchas de las mas apreciadas
creencias de la época en cuestiones tales como “el lugar del hombre en la naturaleza”, la
historia y la extension del cosmos y, de modo mas general, la haturaleza de los procesos
fisicos. Todo el mundo reconocié en ese momento la existencia de estos problemas
conceptuales. Fueron, al final, resueltos, no modificando las tradiciones de investigacion
responsables para ponerlas en consonancia con las visiones del mundo mas
tradicionales, sino mas bien forjando una nueva vision del mundo que se pudiera conciliar
con las tradiciones cientificas de investigacion.

La tradicion de investigacion galileana no podia, en sus primeros afos, rivalizar contra su
principal competidor, el aristotelismo. La tradicién de investigacion de Aristoteles podia
resolver muchisimos mas problemas empiricos importantes que la de Galileo. Del mismo
modo, a pesar de todas las dificultades conceptuales del aristotelismo, este planteaba en
realidad menos problemas conceptuales que la version galileana temprana de la teoria
fisica de Copérnico. Pero lo que la fisica y la astronomia galileanas si tenian a su favor
era su impresionante capacidad para explicar con éxito algunos fendémenos muy
conocidos que constituian anomalias empiricas para la tradicibn cosmolégica de
Aristoteles y Ptolomeo (Laudan, 1979).

Galileo podia explicar, por ejemplo, por qué los cuerpos mas pesados no caen mas
rapidamente que los mas livianos (Laudan, 1979). Aunque los cientificos aristotélicos
podian, en ultima instancia, encontrar soluciones para estos fenomenos (después de que
Galileo dirigiera su atencion a ellos), las explicaciones por ellos ofrecidas tenian el regusto
de lo artificioso y rebuscado. Galileo fue tomado tan en serio por los cientificos posteriores
del siglo XVII, no porque su sistema pudiera explicar, en conjunto, mas que sus
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predecesores medievales y renacentistas (puesto que, visiblemente, no podia), sino mas
bien porque se mostraba prometedor al haber sido capaz, en un corto “tiempo” de ofrecer
soluciones a problemas que constituian anomalias para las otras tradiciones de
investigacion de su campo.

Si un problema ha sido resuelto por alguna teoria viable en el dominio, entonces ese
problema adquiere una relevancia considerable, hasta el punto que, casi con seguridad,
se esperara de cualquier teoria rival en el dominio que lo resuelva o que dé buenas
razones de su fracaso en resolverlo. Asi, una vez Galileo encontré una solucion al
problema de la velocidad con la que caen los cuerpos, cualquier otra teoria mecéanica
subsiguiente estaba fuertemente obligada a proporcionar una solucion igual de adecuada
del mismo problema.

Para Galileo, asi como para Huygens y Newton, la parte matemética, deductiva, de la
empresa cientifica tenia una importancia mayor que la experimental. Galileo no estaba
menos orgulloso de la abundancia de teoremas que surgian de un Unico principio que del
descubrimiento del principio mismo. Los hombres que forjaron la ciencia moderna —
Descartes, Galileo, Huygens y Newton (podemos también incluir a Copérnico y a Kepler)
— enfocaron el estudio de la naturaleza como matematicos, en su método general y en
sus investigaciones concretas. Fueron primordialmente pensadores especulativos que
esperaban aprehender principios matematicos amplios, profundos (pero también
sencillos), claros e inmutables, bien a través de la intuicibn o mediante observaciones y
experimentos cruciales, y deducir entonces nuevas leyes a partir de estas verdades
fundamentales, enteramente en la forma en que las propias mateméaticas habian
construido su geometria. El grueso de la actividad era la porcién deductiva; asi se
derivarian sistemas completos de pensamiento (Laudan, 1979).

Lo que los grandes pensadores del siglo XVII consideraban como el método adecuado de
la ciencia se revel6 en realidad como el camino provechoso. La busqueda racional de las
leyes de la naturaleza produjo, en la época de Newton, resultados extremadamente
valiosos sobre la base del conocimiento observacional y experimental mas ligero.

Y durante los dos siglos siguientes los cientificos produjeron leyes de la naturaleza
profundas y extensas, apoyados en muy pocos experimentos y en observaciones casi
triviales.

La esperanza de Galileo, Huygens y Newton de que solo unos pocos experimentos
bastarian para sus propoésitos, puede entenderse facilmente. Como estaban convencidos
de que la naturaleza estaba disefiada de forma matematica, no veian ninguna razén por
la que no pudieran actuar en asuntos cientificos como los matematicos actuaban en su
campo.

Como dice John Herman Randall en Making of the Modern Mind: “La ciencia nacio de la
fe en la interpretacion matematica de la naturaleza...” (Kline, 1972). Esto explica el por
qué los trabajos de Roberval, Barrow y Newton, con respecto al concepto de curva, se
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orientan por considerarla como la trayectoria de un punto movil. Dicha concepcion alcanza
reconocimiento explicito y aceptacion.

Newton en su Quadrature of Curves escrito en 1676 (citado por Kline, 1972) expresa:

Considero las cantidades matematicas en este punto no como constituidas por
muy pequefas partes, sino como descritas por un movimiento continuado. Las
lineas (curvas) estan descritas, y asi generadas, no por la yuxtaposicion de partes
sino por el movimiento continuado de puntos... Esta génesis tiene lugar realmente
en la naturaleza de las cosas, y se ve diariamente en el movimiento de los cuerpos.

Los términos y el simbolismo para los distintos tipos de funciones representadas por estas
curvas fueron introduciéndose gradualmente. La definicion mas explicita del concepto de
funcion en el siglo XVII fue dada por James Gregory en su Vera Circuli et Hyperbolae
Quadratura (1667). Definid una funciébn como una cantidad que se obtiene de otras
mediante una sucesion de operaciones algebraicas o mediante otra operacién imaginable
(Kline, 1972).

Desde el comienzo de su trabajo sobre el calculo, es decir, desde 1665 en adelante,
Newton utilizé el término “fluent” (fluyente) para representar cualquier relacion entre
variables.

En un manuscrito de 1673, Leibniz utilizd la palabra “funcién” para significar cualquier
cantidad que varia de un punto a otro de una curva —por ejemplo, la longitud de la
tangente, de la normal, de la subtangente y de la ordenada—. La curva misma se decia
dada mediante una ecuacion. Leibniz también introdujo las palabras “constante”,
“variable” y “parametro”, esta ultima utilizada en conexion con una familia de curvas (Kline,
1972).

Tratando con funciones, Jean Bernoulli hablaba ya desde 1697 de una cantidad formada
de cualquier manera posible, de variables y constantes; con “cualquier manera” queria
decir mediante expresiones algebraicas y trascendentes. Adoptd la frase de Leibniz
“funcion de x” para esta cantidad en 1698. En su Historia (1714), Leibniz utilizo la palabra
“funcién” para significar cantidades que dependen de una variable.

En cuanto a la notacion, Jean Bernoulli escribia X o n para una funcion general de x,
aunque en 1718 cambi6 a 3x. A Leibniz le parecio bien esto, pero propuso también x!
y x? para funciones de x, utilizando el superindice cuando se tratara con varias
funciones. La notacion f(x) fue introducida por Euler en 1734. El concepto se convirtié
inmediatamente en central en los trabajos sobre el calculo.

Por ejemplo, Leibniz nos ha ensefiado a concebir el reposo, no como opuesto
contradictoriamente al movimiento, sino como un caso limite del movimiento. Y, mediante
una argumentacion basada en la idea de continuidad, consiguio refutar a priori las leyes
del impacto propuestas por Descartes.
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Dewey ha insistido acerca de la diferencia de significado que el concepto de funcion tiene
en la fisica y en la matematica (Newman, 1994). Cuando se dice: “el volumen de un gas
es una funcién de la temperatura y de la presidon” se afirma que cualquier variacion
existencial en el volumen se halla correlacionado con variaciones en la temperatura o en
la presion. Se ha llegado a la formula y ha sido comprobada mediante operaciones de
observacion experimental. Por lo tanto, es contingente, de tal modo que “dada la
formulacion de la funcion, se pueden dar valores especiales al volumen, a la presion y a
la temperatura, Unicamente por medio de operaciones independientes de observacion
existencial”.

En cambio, en el caso de la proposicion y = x?, cualquier operacion que asigne un valor a
X 0 a 'y, establece, necesariamente, una modificacion correspondiente del valor del otro
miembro de la ecuacion, y la operacion de asignar un valor se halla determinada, por
completo, por el sistema del que la ecuacion forma parte. Pero es obvio que esta
diferencia no modifica el concepto de funcién, que permanece en sus caracteristicas, en
el uso muy extenso que de él hacen las ciencias contemporaneas.

Continuando con la caracterizacion de la empresa cientifica, en el siglo XVII la imagen
dominante era matematica y demostrativa, una imagen que se constituyé candnica en el
famoso Discurso del método de Descartes. Y en el siglo XVIII y comienzos del XIX, por el
contrario, la mayoria de los filosofos de la naturaleza estaban convencidos de que los
métodos de la ciencia debian ser inductivos y experimentales. No es sorprendente que
cada época histérica evidencie una o mas imagenes normativas dominantes de la ciencia.

De acuerdo con las observaciones de Imre Lakatos, es util resaltar cdmo este concede, y
recalca, la importancia histérica de la coexistencia de varios programas de investigacion,
alternativos al mismo tiempo, dentro del mismo dominio (Laudan, 1979). Situacion que
justifica una vez més las diferencias de concepcion en torno al concepto de funcion
planteado arriba, e incluso de los métodos empleados por la ciencia.

La integracion de tradiciones de investigacion

Seria un grave error suponer que un cientifico no puede trabajar con coherencia en mas
de una tradicion de investigacion (Laudan, 1979). Esto invita a reflexionar sobre el trabajo
desarrollado por Newton y Leibniz en el calculo, asi como a preguntarse si el triunfo global
de la tradicion de investigacion newtoniana sobre las tradiciones de investigacion
cartesiana y leibniziana en el siglo XVIII fue progresivo, o el progreso cientifico fue el
resultado de la integracion entre estas tradiciones de investigacion.

Sostiene Laudan que hay momentos en que dos o mas tradiciones de investigacion, lejos
de socavarse mutuamente, pueden ser fundidas, produciendo una sintesis que resulta
progresiva respecto de las dos tradiciones precedentes. Por ejemplo, en la filosofia natural
del siglo XVIII, muchos cientificos eran, de manera simultanea, newtonianos y teéricos del
fluido sutil. Su adhesién a la tradicion de investigacion de los fluidos sutiles (que era tan
cartesiana como newtoniana) les llevaba a postular fluidos etéreos imperceptibles para
explicar fenébmenos de la electricidad, el magnetismo, el calor, la percepcion y una gama
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de otros problemas empiricos.

Respecto a los trabajos de Newton y Leibniz, es preciso considerar que el calculo
infinitesimal tiene dos ramas: calculo diferencial y calculo integral. El célculo diferencial,
gue maneja incrementos, cantidades de cambio, surgio durante el intento de resolver dos
problemas aparentemente diversos, ambos urgentes para la ciencia del siglo XVII, y
ambos en realidad intimamente relacionados.

Uno de ellos era el movimiento no uniforme; el otro, era el de hallar la direccion exacta de
la tangente en cualquier punto de una curva. Si consideramos primero el problema del
movimiento, pronto quedaria claro que los dos problemas son en sustancia uno solo
(Kline, 1972).

El comportamiento de un moévil puede representarse mediante un grafico que muestra su
distancia del punto de partida de cada momento. Si el movimiento es uniforme, de tal
modo que a iguales incrementos de distancia corresponden iguales incrementos de
tiempo, la grafica sera una linea recta. En otro caso sera una curva.

La velocidad del cuerpo es la medida en que aumenta la distancia. Es claro que la
inclinacion de la linea puede representarla. Cuando la curva sube muy abruptamente, eso
quiere decir que a un pequefio incremento de tiempo corresponde un gran aumento de
distancia. Cuando la pendiente es mas suave, eso significa que el mismo incremento de
tiempo corresponde a un menor incremento de distancia.

Por tanto, el problema de calcular la velocidad es el problema de calcular la inclinacion (o
gradiente) de la linea. Para saber la velocidad en un momento determinado t, tenemos
gue hallar la inclinacion de la linea en el punto A, que corresponde al momento t. Ahora
bien, la inclinacion de una curva es la tangente. Por tanto, nuestro problema consiste en
hallar la inclinacion (esto es, la direccion exacta) de la tangente AB. Asi, un problema
mecanico es esencialmente idéntico a un problema geométrico.

El problema de la tangente habia sido resuelto por los antiguos en muchos casos
especiales. Pero Newton y Leibniz, los principales autores del calculo diferencial,
inventaron un método general (llamado diferenciacion) por el cual puede resolverse
siempre.

Las leyes fisicas se refieren a relaciones entre cantidades variables. Cuando una variable
y depende de otra variable x, se dice que y es funcion de x. Asi, por ejemplo, la distancia
a que se encuentra un movil respecto de su punto de partida es funcién del tiempo.

Con frecuencia nos interesa comparar los incrementos o las razones de cambio de dos
variables funcionalmente relacionadas. Como en el caso de la distancia y el tiempo, el
problema es siempre equivalente al de hallar la direccién de la tangente a una curva. Por
esta razon el problema de la tangente no tiene ni mucho menos un interés exclusivamente
geométrico. En sus primeros tiempos, el calculo diferencial se llamé a menudo “método
de las tangentes”.
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Leibniz y Newton, empujados por defensores que convirtieron el asunto en cuestion de
honor nacional, se vieron envueltos en una indigna querella. La cuestion discutida era la
prioridad de la invencién del calculo infinitesimal.

La disputa entre Newton y Leibniz se complicé alin mas por la resistencia de Newton a
publicar sus trabajos y por el hecho de que uno y otro debian mucho a predecesores como
Barrow, Wallis, Cavalieri y Fermat.

Newton us6 por primera vez su Método de las fluxiones en 1665-1666 en el asombroso
periodo de retiro en Woolsthorpe, durante el cual empez6 a elaborar su obra sobre la
gravitacion. Aunque sus ideas fueron difundiéndose poco a poco entre sus amigos, hasta
1687 no aparecié impresa la primera alusion al célculo de fluxiones, en un lema de los
Principia. Y aunque Newton fue el primero en la idea, Leibniz fue el primero en publicarla
generalizada (1684).

El simbolismo de Leibniz era muy superior al de Newton. Por esta razon, la mayor parte
del mérito de haber hecho viable el calculo infinitesimal corresponde a Leibniz. Como ha
dicho De Morgan, el simbolismo ha sido el tnico capitulo importante de la matematica que
se ha quedado sin contribucién notable de Newton, tal vez a causa de que el genial talento
le permitia trabajar sin ayuda simbdlica. Pero el éxito de muchos mateméaticos depende
de un adecuado simbolismo.

La matematica es el mas importante de todos los instrumentos de la ciencia, puesto que
amplia la capacidad del intelecto. Una inteligencia equipada con una buena técnica
matematica —técnica que requiere un simbolismo adecuado— puede realizar hazafas de
pensamiento que de otro modo estarian fuera de su alcance. Por ejemplo, puede
observarse que el calculo de la velocidad de una particula en un instante dado y el
hallazgo de la tangente a una curva en un punto dado son el mismo tipo de problema: el
“cociente diferencial” de una funcién (Jourdain, 1994).

Consideremos una curva de espacios. Si el movimiento es uniforme, el nUmero que mide
un incremento cualquiera de la distancia dividido por el ndmero que mide el
correspondiente incremento de tiempo es siempre el mismo valor como medida de la
velocidad.

Pero si procediéramos de este modo cuando la velocidad es variable, obtendriamos
valores muy diversos para la velocidad. De todos modos, cuanto menor es el incremento
del tiempo, tanto mas se aproximara a una linea recta el trocito de curva de espacios que
corresponda a ese incremento de tiempo, y tanto mas se aproximara, por tanto, a la
uniformidad de incremento (o disminucién) de s. Asi, si denotamos el incremento de t por
‘Ot (notacion en la cual “A” no representa un numero, sino la frase “el incremento de”),
y el correspondiente incremento (0 “decremento” o disminucién) de s por “Os”, podemos
definir la velocidad media en ese elemento o trocito del movimiento por:
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ADs
At

Por pequefio que sea At, la linea representada por As no es, por lo menos
corrientemente, del todo recta, y la velocidad en el instante t que, en la terminologia
del célculo diferencial de Leibniz, se define como el cociente de incrementos

S

“infinitamente pequefios” y se simboliza por % (porgue se sustituyen las 4 por d

cuando consideramos “infinitésimos”) queda definida sélo aproximadamente.

Esta nueva nocion de velocidad incluye como caso particular la de velocidad uniforme.
Las reglas del calculo infinitesimal autorizan a inferir de la ecuacién 5 =a(en la cual aes
alguna constante) la ecuacion s = at + b (siendo b otra constante). Todo eso no ha estado
explicitamente formulado hasta unos cincuenta afios después de que Galileo publicara
sus investigaciones sobre el movimiento de caida libre.

En la mecanica newtoniana aparece el problema de los movimientos variablemente
acelerados, y este es el punto en el cual se hace necesario en la mecanica tedrica el
célculo infinitesimal o algun célculo equivalente, como el Método de las fluxiones de
Newton (Kline, 1972).

La historia muestra que justamente después de la adopcion del concepto de funcion vino
el calculo, el cual, junto con la geometria euclidea, es la mayor creacion de todas las
matematicas (Kline, 1972). Aunque era, hasta cierto punto, la respuesta a problemas ya
manejados por los griegos, el calculo fue creado sobre todo para tratar los principales
problemas cientificos del siglo XVII.

En este siglo se tenian cuatro tipos principales de problemas, a saber:

1. Dada la formula de la distancia que un cuerpo recorre como funcién del tiempo,
obtener la velocidad y la aceleracion en cualquier instante; y, al revés, dada la formula
gue describe la aceleracion de un cuerpo como funcién del tiempo, obtener la velocidad
y la distancia recorridas. Este problema surgié directamente en el estudio del
movimiento, y la dificultad que planteaba era que las velocidades y las aceleraciones que
interesaban en el siglo XVII variaban de instante en instante.

Al calcular una velocidad instantanea, por ejemplo, no se puede dividir la distancia
recorrida por el tiempo empleado, como ocurre en el caso del célculo de velocidad media,
porque en un instante dado tanto la distancia recorrida como el tiempo empleado son
cero, y 0/0 no tiene sentido. Sin embargo, era claro desde un punto de vista fisico que los
objetos maviles tienen una velocidad en cada instante de su viaje.

El problema inverso de obtener la distancia recorrida, conociendo la formula de la
velocidad incluye la dificultad correspondiente; no se puede multiplicar la velocidad en
cualquier instante por el tiempo utilizado para obtener el espacio recorrido, porque la
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velocidad varia de un instante a otro (Kline, 1972).

Esto representaba problemas de tipo conceptual que correspondian a la fisica y que
debian ser resueltos dentro de la tradiciobn de investigacion newtoniana, pues las
tradiciones predecesoras carecian de las estructuras conceptuales idéneas para su
resolucion.

El problema del célculo de la velocidad instantdnea a partir del conocimiento de la
distancia recorrida como funcién del tiempo, y su inverso, se vio pronto que eran casos
particulares del célculo del cambio relativo instantaneo de una variable con respecto a
otra, y su problema inverso.

El primer tratamiento significativo de los problemas de cambios relativos, en general, se
debe a la tradicidn de investigacion newtoniana.

2. Obtener la tangente a una curva. El interés por este problema vino por mas de una
fuente; era un problema de geometria pura y era de gran importancia para las
aplicaciones cientificas. Un problema cientifico que implicaba la tangente a una curva
surgia en el estudio del movimiento. La direccion del movimiento de un cuerpo movil en
cualquier punto de su trayectoria es la direccion de la tangente a la trayectoria.

En realidad, incluso el mismo significado de “tangente” estaba abierto. Para las secciones
conicas, la definicion de una tangente como una recta que toca a una curva en solo un
punto y perpendicular a un lado de la curva, bastaba; esta definiciéon era utilizada por los
griegos. Pero era complicada para las curvas mas complicadas que se utilizaban en el
siglo XVII.

Se propusieron varios métodos para obtener la tangente a una curva:

En su Traité des indivisibles, que data de 1634 (aunque no fue publicado hasta 1693),
Gilles Persone de Roberval (1602-1675) generaliz6 un método que Arquimedes habia
usado para obtener la tangente en cualquier punto de su espiral. Como Arquimedes,
Roberval penso6 en una curva como lugar geomeétrico de un punto que se mueve con la
accion de dos velocidades (Kline, 1972).

Por ejemplo, un proyectil disparado desde un cafion experimenta la accién de una
velocidad horizontal, PQ, y una velocidad vertical, PR. La resultante de estas dos
velocidades es la diagonal del rectangulo formado sobre PQ y PR. Roberval tomd la recta
de esta diagonal como la tangente en P.
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Figura 2. Representacién de las componentes de la velocidad.

R

s

Fuente: Klein, M. (1972).

El método de Roberval utilizaba un principio establecido ya por Galileo, que consiste en
que las velocidades horizontal y vertical actian independientemente la una de la otra.
Torricelli utiliz6 el método de Roberval para obtener las tangentes a las curvas cuyas
ecuaciones escribimos en la actualidad como y = x" (Kline, 1972).

Aunque la nocién de tangente como una recta que tiene la direccion de la velocidad
resultante era mas complicada que la definicion griega de una recta que toca a una curva,
el nuevo concepto podia aplicarse a muchas curvas en las que el antiguo fallaba. Era
también valioso porque relacionaba la geometria pura y la dindmica, las cuales, antes de
los trabajos de Galileo, habian sido consideradas como esencialmente distintas.

Esta definicion de tangente era objetable en términos mateméaticos porque se basaba en
conceptos fisicos. Surgieron muchos casos de curvas en situaciones que no se podian
relacionar con el movimiento, y por lo tanto la definicién de tangente no se podia aplicar.
Por todo ello fueron ganando aceptacion otros métodos para obtener tangentes (Kline,
1972).

El método de Fermat, que él habia ideado en 1629 y que puede encontrarse en un
manuscrito de 1637 Methodus ad Disquirendam Maximam et Minimam (Método para
obtener maximos y minimos), es, en esencia, el método actual.

De Kline (1972) se extracta lo siguiente:
Sea PT la tangente deseada a una curva en P. La longitud TQ se llama

subtangente. El plan de Fermat es obtener la longitud de TQ, de la que se obtiene
la posicién de Ty entonces trazar TP.
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Figura 3. Método de Fermat.

T,
P,
P R
E
E
T Q Qi

Fuente: Klein, M. (1972).
Sea QQ: un incremento de longitud E de TQ. Como el triangulo TQP es semejante al
triangulo PRT4,
TQ:PQ=E: TR
Pero, dice Fermat, T1R es casi P1R, por lo tanto
TQ: PQ=E: (P1Q:1- QP)
Llamando f(x) a PQ, en nuestra notacion moderna, tenemos

TQ : f(x) = E: [f(x +E) — f(x)]

Por tanto,

Ef (x)

=7 +D - @

Para la f(x) tratada por Fermat era inmediatamente posible dividir el numerador y el
denominador de la fraccién anterior por E. Hace entonces E = 0 (segun dice, elimina el
término E) y asi obtiene TQ.

Fermat aplicé este método de las tangentes a muchos problemas dificiles. EI método tiene
la forma del método, ahora habitual, del célculo diferencial, pero estd suponiendo
enteramente la dificil teoria de los limites (Kline, 1972).

Por otra parte, para Descartes encontrar la tangente a una curva era importante porque
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permitia encontrar propiedades de las curvas —como, por ejemplo, el angulo de
interseccion de dos de ellas—. Dice: “Este es el problema més atil y mas general, y el
mas general, no solo que conozco sino de los que deseo conocer en geometria” (Kline,
1972). El método era puramente algebraico y no incluia ningln concepto de limite,
mientras que para Fermat si lo implicaba, si se formulaba rigurosamente.

Sin embargo, el método de Descartes solo era util para curvas cuyas ecuaciones fueron
de la forma y = f(x), en la cual f(x) era un polinomio sencillo. Mientras que Fermat veia
ventajas en su metodo en la utilizacion de los pequefios incrementos E (Kline, 1972).

3. Eltrabajo sobre el tercer tipo de problemas, la obtencién de los maximos y minimos
de una funcién, puede decirse que comienza con una observacion de Kepler. Estaba
interesado en la forma de los toneles de vino; en su Stereometria Doliorum (1615)
demostro que, de todos los paralelepipedos rectos, de bases cuadradas, inscritos en una
esfera, el cubo es el mayor. Su método fue el de calcular los volimenes para elecciones
particulares de las dimensiones. Eso en si mismo, no era significativo, pero noté que
cuando se acercaba al volumen maximo, el cambio en volumen que correspondia a un
cambio fijo en las dimensiones crecia cada vez menos (Kline, 1972).

4. El cuarto problema era el de obtener longitudes de curvas como, por ejemplo, la
distancia recorrida por un planeta en un tiempo dado. Hasta, mas o menos, 1650 nadie
creia que la longitud de una curva pudiera ser exactamente a la longitud de una recta.
De hecho, en el segundo libro de La Géométrie Descartes expone que la relacion entre
las lineas curvas y rectas ni se conoce ni se podra conocer nunca (Kline, 1972). Pero
Roberval encontro la longitud de un arco de cicloide.

Hasta aqui, hemos enunciado algunas de las principales contribuciones de los
predecesores de Newton y Leibniz a los cuatro problemas mas importantes que motivaron
los trabajos sobre el calculo. Es importante resaltar el hecho de que los cuatro problemas
habian sido considerados como diferentes; sin embargo, se detectaron relaciones entre
ellos que, incluso, llegaron a utilizarse. Por ejemplo, Fermat habia usado exactamente el
mismo método para obtener tangentes y para conseguir el valor maximo de una funcion.

También se vio facilmente que el problema del cambio relativo de una funcién con
respecto a la variable independiente y el problema de la tangente eran el mismo.

De hecho, el método de Fermat y de Barrow para obtener tangentes no es mas que la
contrapartida geométrica de la obtencion del cambio relativo (Kline, 1972).

La caracteristica principal del calculo, después de los mismisimos conceptos de derivada
y de integral como limite de una suma, es el hecho de que la integral puede obtenerse
invirtiendo el proceso de diferenciacion o, como decimos nosotros, obteniendo la
antiderivada.

Torricelli habia observado en casos particulares que el problema del cambio relativo era
esencialmente el inverso del problema del area. Estaba, de hecho, incluido en el uso que
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Galileo hacia del hecho de que el area encerrada en la curva tiempo- velocidad
proporciona la distancia recorrida hasta el tiempo correspondiente. Puesto que el cambio
relativo de la distancia debe de ser la velocidad, el cambio relativo del area considerada
como una “suma” debe ser la derivada de la funcion de area.

Se habia acumulado una inmensa cantidad de conocimiento sobre el calculo antes de que
Newton y Leibniz entraran en escena. Puede uno preguntarse entonces qué quedaba por
realizar en la senda de los principales resultados nuevos. La respuesta es una mayor
generalidad del método y el tomar conciencia de la generalidad de lo que ya habia sido
establecido en problemas particulares. Los trabajos sobre el calculo durante los primeros
dos tercios de siglo se perdieron en los detalles (Kline, 1972). Ademas, en sus esfuerzos
por alcanzar rigor a través de la geometria, no se utilizaron ni se exploraron, en general,
las implicaciones de la nueva algebra ni de la geometria de coordenadas, y muchos se
agotaron en sutiles razonamientos sin salida.

James Gregory afirmaba que la verdadera division de las matematicas no era en
geometria y aritmética, sino en lo universal y lo particular. Lo universal fue proporcionado
por las dos mentes universales, Newton y Leibniz.

En lo que se refiere al célculo, la tradicion de investigacion newtoniana se caracteriz6 por
la generalizacion de las ideas ya adelantadas por muchos otros, estableciendo métodos
ya maduros y mostrando las interrelaciones entre varios de los importantes problemas
descritos anteriormente.

La primera publicacién de Newton que incluye su desarrollo del célculo es la magnifica
obra Mathematical Principles of Natural Philosophy. Por lo que se refiere a la nocion
béasica del célculo, la fluxion o, como diriamos nosotros, la derivada, Newton hace varias
afirmaciones. Rechaza los infinitesimales o las cantidades indivisibles ultimas en favor de
las “cantidades divisibles evanescentes”, cantidades que se puede hacer disminuir tanto
como se quiera (Kline, 1972).

Siguiendo a Laudan en sus planteamientos sobre la naturaleza de las tradiciones de
investigacion abordamos ahora el trabajo de Leibniz. Aunque sus contribuciones fueron
bastante diferentes, el hombre que se alinea con Newton en la construccion del célculo
es Leibniz (Kline, 1972).

Durante los afios 1670 y 1671 Leibniz escribié sus primeros articulos sobre mecanica y
hacia 1671 habia producido su maquina de calcular. Publicé articulos sobre el célculo
desde 1684 en adelante.

Hacia 1673 Leibniz era consciente del importante problema directo e inverso de obtener
tangentes a las curvas, estaba bastante seguro de que el método inverso era equivalente
al de obtener areas y volimenes mediante sumaciones. El desarrollo algo sistematico de
sus ideas comienza con notas de 1675. Para comprender su pensamiento es til sefialar
gue en su Dissertatio de arte combinatoria habia considerado sucesiones de nameros,
primeras diferencias, segundas diferencias y diferencias de mayor orden. Asi, para la
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sucesion de cuadrados:
0,1,4,9,16, 25, 36,

las primeras diferencias son
1,3,57,9,11

y las segundas diferencias son
2,2,2,2,2,2

Kline escribe que

Leibniz se dio cuenta de la anulacién de las segundas diferencias para la sucesion
de los numeros naturales, y de las terceras diferencias para la sucesion de los
cuadrados, y asi sucesivamente. También observé que, si la sucesion original
comienza por 0, la suma de las primeras diferencias es el Ultimo término de la
sucesion.

Para relacionar estos hechos con el calculo tuvo que pensar en la sucesion de los
nameros como en los valores de y de una funcion, y en la diferenciacion de dos
cualesquiera como la diferencia de dos valores contiguos de y. Inicialmente penso que la
X representaria el orden del término en la sucesion e y el valor de este término.

La cantidad dx, que a menudo escribe como a, es entonces 1 porque es la diferencia de
los 6rdenes de dos términos sucesivos, y dy es la diferencia real en los valores de dos
términos sucesivos. Entonces, utilizando omn como la abreviatura del latin omnia, para
significar suma, y utilizando 1 en lugar de dy, Leibniz concluye que omn 1 =y, porque omn
1 es la suma de las primeras diferencias de una sucesion cuyos términos comienzan por
0 y que, por lo tanto, proporciona el ultimo término.

He aqui que, omn. yl presenta un nuevo problema.

Leibniz obtiene el resultado de que omn. yl es yz_z pensando en términos de la
funcion y = x . Como se muestra en la Figura 3.

Figura 4. Método de Leibniz.

Fuente: Klein, M. (1972)._
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Dice Leibniz que: “Las lineas rectas que aumentan de la nada, multiplicada cada una por
su elemento de aumento correspondiente forman un triangulo” (Kline, 1972).

En el manuscrito del 29 de octubre de 1675, Leibniz decidio escribir j en lugar de omn.

El simbolo j es una S alargada para indicar “suma”.

Leibniz se dio cuenta bastante pronto, probablemente al estudiar los trabajos de Barrow,
de que la diferenciacién y la integracion como sumacion deben de ser procesos inversos;
asi, el area, cuando se diferencia, debe proporcionar una longitud. A partir de
razonamientos dificilmente inteligibles (Kline, 1972), Leibniz establecia el hecho de que la
integracion como proceso de sumacion es el inverso de la diferenciacion. Esta idea esta
en los trabajos de Barrow y Newton, quienes obtuvieron areas por antidiferenciacion, pero
Leibniz es el primero que la expresa como una relacion entre sumacion y diferenciacion.

Por otra parte, con respecto a la diferenciacion, incluso después de reconocer que dy y
dx pueden ser cantidades arbitrariamente pequefias, Leibniz tenia que superar aun la
dificultad fundamental de que la razén dy/dx no es completamente la derivada en nuestro
sentido. Basaba su razonamiento en el triAngulo caracteristico, que también habian
utilizado Pascal y Barrow.

En un articulo del 26 de junio de 1676, se da cuenta de que el mejor método para obtener
las tangentes es hallar dy/dx, en la cual dy y dx son diferencias y dy/dx es el cociente.

En noviembre de 1676 es capaz de dar las reglas generales dx™ = nx™ ' para n entero

y fraccionario, y f[x" =2

n+1

En 1680, dx se habia convertido en la diferencia de las abscisas y dy en la diferencia de
las ordenadas. Dice: “..ahora, estas dxy dyse tomaran como infinitamente pequefias, o
bien se entiende que los dos puntos de la curva estan separados una distancia que es
menor que cualquier longitud dada...”. Llama a dy el “incremento momentaneo” en y
cuando la ordenada se mueve a lo largo del eje de las x (Kline, 1972).

Con respecto a la notacion, Leibniz trabaj6 esmeradamente en busca de la mas
adecuada. Sus dx, dyy dy/dx se utilizan todavia. En general, el trabajo de Leibniz, aunque
rico en sugestiones y profundo, fue incompleto y fragmentario que resultaba dificilmente
inteligible.

Tanto a Newton como a Leibniz se les debe reconocer que vieron el calculo como un
método nuevo y general, aplicable a muchos tipos de funciones. Pues la importancia de
la matematica no son ciertas funciones particulares, sino las funciones en general. Una
abstraccion de esta clase garantiza gran amplitud en sus aplicaciones, ya que una formula
o un teorema contiene un numero “infinito” de casos concretos posibles (Kline, 1972).
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Newton y Leibniz aritmetizaron el calculo, trabajando en €l con conceptos algebraicos. La
notacion y las técnicas algebraicas utilizadas por ambos no solo les proporcionaron un
instrumento méas efectivo que la geometria, sino que también permitieron tratar con la
misma técnica muchos problemas geométricos y fisicos diferentes.

La distincion principal entre el trabajo de los dos es que Newton utilizd incrementos
infinitamente pequefos en xy en y como medio para determinar la fluxion o derivada. Era
en esencia el limite del cociente de los incrementos, cuando estos se hacian cada vez
mas pequefos. Por otra parte, Leibniz tratd de forma directa con los incrementos
infinitamente pequefios en xy eny, es decir, con diferenciales, y determino las relaciones
entre ellos. Esta diferencia refleja la orientacion fisica de Newton, en la que un concepto
como el de velocidad es central, y la preocupacion filoséfica de Leibniz por las particulas
tltimas de la materia, que llamé maonadas.

De acuerdo con lo expuesto en las paginas anteriores es preciso tener en cuenta que
ninguna teoria surge como resultado de la simple formulacién de nuevos conceptos, ya
gue se requiere que los nuevos conceptos cobren una actividad propia, es decir, que entre
ellos se descubran nuevas relaciones que permitan la solucidon de nuevos problemas.

Es mas: un nuevo concepto solo puede nacer, desarrollarse y ganar en generalidad y
precision sobre la base de esos mismos problemas que aquel permite resolver, y solo por
medio de los teoremas de los que forma parte.

En este proceso de formacién de conceptos se presentan ciertos rasgos que caracterizan
su evolucion, y que permiten diferenciar el pensamiento matemético, del pensamiento
fisico. Esta distincion se puede abordar desde el punto de vista de las rupturas
epistemoldgicas (Vasco, 1991), pues en fisica se puede aceptar que se han dado por lo
menos dos rupturas epistemoldgicas: la galileana y la einsteniana, como hechos que
representan el punto de separacion entre la tradicion aristotélica y galileana, y la tradicién
newtoniana y einsteniana, respectivamente.

El interrogante que surge es: ¢hay revoluciones o rupturas epistemolégicas en las
matematicas?, al respecto Vasco plantea:

1. En cada una de las disciplinas matematicas la ruptura epistemologica, si tiene
sentido identificarla con la conformacion de la disciplina respectiva, se da una sola
vez; y 2. En cada una de las disciplinas matematicas una vez conformadas no se
dan propiamente revoluciones cientificas en el sentido de Kuhn.

“La ruptura no es un acto voluntarista de un genio”, argumenta Vasco, sino una fase de
un complejo proceso, fase que casi siempre escapa a la conciencia de sus protagonistas
y es sefalable solo por el historiador, el matemético y el epistemologo que reunidos en
una sola persona o en un equipo de trabajo, reconstruyen muy tentativamente las fases
de un proceso que todavia continda.

Estas fases del proceso son herramientas Utiles para el ejercicio docente y al ser aplicadas

56



UNIVERSIDAD DE
CUNDINAMARCA

en el aula permiten hacer de este uno de los medios de reflexion y enriqguecimiento en la
formacion del pensamiento cientifico.
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Capitulo 3

El analisis estructural: enfoque prospectivo en la investigacion sobre los
procesos de comprension del concepto de funcién

La prospectiva es la identificacion de un futuro probable y de un futuro deseable, diferente
de la fatalidad y que depende Unicamente del conocimiento que se tiene sobre las
acciones que el hombre quiera emprender (Mojica, 1991).

La implementaron de técnicas prospectivas con el propésito de hacer de la actividad
docente una labor que permitiera visualizar el futuro del proceso ensefianza- aprendizaje,
a partir de la reflexion sobre las acciones ejecutadas en la interaccion con los estudiantes,
ha sido el hilo conductor del proceso de planificacion de esta investigacion.

El método del andlisis estructural ha sido la primera técnica aplicada nacida directamente
del estructural-funcionalismo, cuyo concepto central es el de “estructura” propuesto por
Claude Lévi-Strauss, citado por Mojica: “Estructura es una realidad que es estudiada como
un sistema, cuyos elementos guardan relaciones de interdependencia”.

La implementacion de este método inicia con la identificacion de aquellos elementos (0
variables) que en el proceso ensefianza-aprendizaje constituyen el problema de estudio.
Aqui cada elemento es percibido segun las relaciones que tiene con los otros.

A través del analisis estructural se logra observar todas las relaciones que pueden tener
entre si las variables que conforman la problemética abordada en el estudio de la funcion

desde el movimiento. Lo mas importante de esta técnica radica en poder detectar las
variables clave, es decir, aquellas que ejercen la mayor influencia sobre las restantes.

Variables criticas

Para lograr la identificacion de las variables clave se realizan las siguientes etapas:

a) Identificar las variables que conforman el problema: esta etapa facilitd a partir de
la exploracién de las respuestas presentadas por estudiantes de primer semestre
de las Licenciaturas en Matematica y Fisica de la Universidad de Cundinamarca,
analizar la forma de proceder al representar y procesar datos provenientes de las
practicas de laboratorio sobre movimiento, al realizar el analisis de gréficas y
obtener los modelos matematicos representativos de las situaciones
experimentales. Esto permitio identificar las dificultades que presentaba el grupo
en general, en cuanto a las siguientes areas del conocimiento:

o Matematica.
o Fisica.
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o Epistemologia.

Una vez detectados los problemas, se procede a enriquecer tanto el nombre del problema
como su definicién. Este fue el resultado de la identificacion de las variables:

Tabla 1. Variables criticas

Variables
criticas

Observaciones

Pensamiento
matematico

Existe una nocion superficial sobre como debe ser el modo de proceder en el
trabajo matematico, de tal manera que estructure el pensamiento y sirva de
elemento clave en los procesos de aprendizaje de otras areas tales como la fisica,
en este caso. Se observa memorizacion de contenidos, los cuales al ser requeridos
para su aplicacién en otras areas hacen dificil su aplicaciéon ya que no se tiene
claridad en cuanto a su funcionalidad en la estructuracion del conocimiento.

Medicién

Se emplea desde el punto de vista practico en situaciones de laboratorio, por
ejemplo, pero se ha descuidado su estudio como funcién, lo que origina que en
muchos casos se empleen expresiones negativas para referirse a resultados de
una medicién, ya que se ha descuidado el concepto de métrica, y aunque a este
nivel no puede tener todo el rigor matematico, es necesario para la formalizacion

del concepto de medida.

Concepto
de
variable

Se observa que el proceso de conceptualizacién de la variable presenta
disfunciones. Existe la tendencia por considerar como variable a una letra x 0 y,
estos habitos proceden del estudio del algebra elemental y al carecer de
significacion concreta. Al ser empleados en el estudio del movimiento de los
cuerpos y asociarlo con los conceptos de espacio y tiempo, no pasan a ser mas
gue reemplazos de una letra x, por la palabra tiempo, y de una letra y, por otro, la
palabra espacio. La dificultad para identificar las relaciones entre estas variables
y su condicién de independencia o dependencia, es otra caracteristica que
ejemplifica la existencia de obstaculos epistemol6gicos y cognitivos en este
proceso de conceptualizacion.

Concepto de

Aunque desde los primeros grados de la educacion basica secundaria se estudia
este concepto, se observa asociado a la nocién de conjuntos y su representacion
en diagramas de Venn, en los cuales se establecen ejemplos de funciones
inyectiva, sobreyectiva y biyectiva, pero al tratar de llevar el proceso de
pensamiento hacia la aplicacién en situaciones de la vida cotidiana, o a identificar

funcion funciones mediante representaciones en diagramas cartesianos asociados con las
ecuaciones respectivas, la dificultad es generalizada.
Ademas, no se encuentran casos en los que se considere el movimiento como un
ejemplo de funcion.
Concepto Al presentarse la necesidad de utilizar este concepto, en algunos casos se
de recuerda la manera de calcularla como la razén entre los incrementos Oy y Ox,
variable pero se nota que no se interpreta el significado de esta situacion y menos su

utilidad para hallar velocidades en graficas espacio-temporales.
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Aplicacion de
la matematica
a la ciencia
natural

Existe la tendencia de considerar a la matematica independiente de la realidad y
poco se le utiliza para el aprendizaje de otras areas del conocimiento, por ejemplo,
la fisica, porque aunque en el aprendizaje tradicional de las ciencias fisicas se
desarrollan ejercicios que implican hacer calculos numéricos, no se emplea la
mateméatica como lo que ha sido en la historia del pensamiento cientifico, una
herramienta fundamental en la construccion de la ciencia.

Manejo de
herramientas
de geometria

Aungue en educacion media se ha iniciado el trabajo de la geometria analitica, se
pierde el tiempo, ya que no se aprovecha la interrelacion entre las diferentes areas,
de tal forma que permitan que el estudiante vea el conocimiento como un ente
compacto, sino que estan tan aisladas las areas del saber, que el simple manejo
de sistemas de coordenadas cartesianas parece tener caracteristicas muy
diferentes en la clase de matematicas y en la de fisica. En el analisis de graficas

analitica se percibe otra de las dificultades en la representacion de magnitudes diferentes;
por ejemplo, espacio y tiempo no se diferencian como tal y generalmente se
considera el tiempo como otra magnitud espacial.
La idea mas frecuente asociada con el concepto de espacio es la de espacio
exterior. Aunque en fisica de educacién media se trabaja con los conceptos
Concepto clasicos, el estudiante presenta un concepto de espacio newtoniano muy pobre,
de se observa bastante dificultad para la asimilacion de la representacion
espacio unidimensional, bidimensional y tridimensional mediante sistemas de coordenadas
cartesianas. Aunque utiliza el plano cartesiano en matematicas, el paso a la
representacién en un plano de las coordenadas tridimensionales es una de las
mayores dificultades.
Concepto Generalmente se encuentra esta idea asociada con el instrumento de medida
de tiempo (reloj), lo cual implica considerar que el tiempo se detiene, asi como se detiene el
crondémetro. El concepto de tiempo desde la tradicion newtoniana no se tiene muy
definido.
Concepto Aunque en todos existe una idea intuitiva de movimiento, esta asociada con el
de aspecto fisico de desplazamiento de un cuerpo, pero se encuentra total ausencia
movimiento del enfoque matematico del movimiento como una funcién.
Concepto Aunque el término es utilizado en el lenguaje comun, se desconoce la
de importancia que el cambio ha tenido en la evolucion del pensamiento
cambio matematico.
Concepto Se observa dificultad para la comprension y el empleo del concepto de razén. La
de razén de dificultad es mayor cuando se requiere la conceptualizacién de la razén de
cambio cambio.
La idea de velocidad es utilizada y comprendida desde el aspecto fisico, sin
Concepto embargo, su tratamiento desde el punto de vista matematico presenta dificultad,
de lo que se hace evidente cuando se analizan velocidades constantes y
velocidad velocidades que cambian con el tiempo. Existen dificultades en la comprension de
velocidades negativas y positivas.
Identificacion | Se abordan los contenidos programaticos sin tener en cuenta que en la evolucién
de los del conocimiento se han presentado siempre problemas empiricos y conceptuales,
problemas los cuales representan el eje dinamizador del progreso cientifico.
empiricos y Por lo tanto, en el estudiante no se encuentra la tendencia a hacer de su proceso
conceptuales | de aprendizaje una actividad de resolucion de problemas.
Importancia de | Se entregan los contenidos al estudiante como aparecen estructurados en los
la evolucion libros de texto, lo que lo aleja de tener en cuenta la importancia de la evolucion

de las teorias

histérica de las teorias que esta estudiando, y hacer de estas un elemento de
reflexién en el proceso ensefianza-aprendizaje.

Fuente: elaboracion propia.
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problemas obtenidos es la materia prima para construir un sistema en el cual se
pueda apreciar la manera como cada variable se relaciona con las restantes. Para
la construccién de este sistema, se tiene en cuenta que la influencia que una

variable ejerce sobre otra se puede presentar asi:

Tabla 2. Grados de influencia entre variables

Escala Tipo de influencia Descripcién

5 Influencia fuerte Si dicha variable es la tunica que influye sobre la variable en
estudio.

3 Influencia media Si esta variable influye sobre la variable en estudio, pero no es
la Unica que influye sobre ella.

1 Influencia débil Si esta es una de las muchas variables que influyen sobre la
variable en estudio, pero su influencia no es relevante.

0 No influencia Cuando la variable no ejerce algun tipo de influencia sobre la
variable en estudio.

Fuente: Mojica, F. (1991).

Segun la puntuacion anterior, se procede a disefiar la matriz relacional que permita
establecer el grado de influencia y dependencia de cada una de las variables, y proceder

a clasificarlas en los siguientes grupos:

AN NI NN

c) Determinacion de las variables mas sobresalientes (variables criticas): de

Variables independientes
Variables intervinientes
Variables dependientes
Variables autbnomas

acuerdo con la puntuacion procedente de la matriz relacional, las variables se

clasifican asi:
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Diagrama 1. Clasificacién de las variables en funcién de los grados de influencia y dependencia

Variables Dependientes Variables Intervinientes
(de Control)
Movimiento
Cambio Aplic. de la Matematica a la
Funcidn ciencia natural
Razon de Cambio Pensamiento Matematico
Velocidad Identificacion de problemas
Pendiente empiricos y conceptuales
Derivada Importancia de la Evolucion
de las Teorias
DEPENDENCIA
Variables Auténomas Variables Independientes
(de Poder)
Espacio
Tiempo
Medicion
Geometria Analitica
Variable
INFLUENCIA

Fuente: Elaboracién propia.

Variables independientes (de poder): se manipulan en el proceso y presentan alta
influencia y baja dependencia.

#+ Concepto de espacio.
#+ Concepto de tiempo.
+ Medicion.

#+ Geometria analitica.
+ Concepto de variable.

Variables intervinientes (de control): se controlan durante el estudio, de tal manera que no
presenten variaciones significativas que afecten el estudio. Estas variables presentan alta
influencia y alta dependencia.
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£ Aplicacidon de la matematica a la ciencia natural. Pensamiento
4+ matematico.

+ Identificacion de problemas empiricos y conceptuales.

4+ Importancia de la evolucion de las teorias.

Variables dependientes: se observa como se ve afectado su comportamiento al manipular
las diversas variables independientes. Dichas variables presentan una baja influencia y
alta dependencia.

Concepto de movimiento.
Concepto de cambio. Concepto

de funcioén.

Conceptos de razén de cambio.
Conceptos de velocidad. Concepto
de pendiente. Concepto de
derivada.

P S

Variables autébnomas: presentan baja influencia y baja dependencia, la técnica
prospectiva sugiere descartar estas variables del estudio. En este proceso no se encontrd
este tipo de variables.

Sistematizacién del problema
En esta parte del proceso se disefian los instrumentos de trabajo que permitan:

e La manipulacion de las variables independientes.

e La identificacion del grado de influencia de las variables independientes o de poder,
sobre las dependientes.

e La distribucién uniforme o el control de las variables intervinientes, a lo largo del
proceso.

Las anteriores estrategias posibilitan el disefio de las hipotesis de trabajo, las cuales
representan la directriz mediante la cual se orienta todo el proceso operativo.

Hipodtesis 1. El estudio del movimiento de los cuerpos contribuye a la formacion del
concepto de funcion.

Hipodtesis 2. La utilizacidon de la epistemologia en el proceso de ensefianza- aprendizaje
favorece la formacion de conceptos y contribuye a la reconstruccion del conocimiento.
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Hipdtesis 3. La interrelacion de la matematica y la fisica en las actividades de ensefianza-
aprendizaje representa una herramienta util en sus procesos de conceptualizacion.

Disefio de la accion operativa

Acciones

Disefiar procesos de medicidén en los cuales se facilite el estudio de esta como
una funcion.

Generar actividades que permitan conceptualizar el espacio y el tiempo, desde la
tradicion de investigacion newtoniana.

Disefiar procesos de medicion que posibiliten aplicar los conceptos del espacio y
del tiempo en el estudio del movimiento.

Utilizar las herramientas de la geometria analitica para aplicar los sistemas de
coordenadas cartesianas a la representacion gréafica del movimiento.

Emplear sistemas de coordenadas cartesianas que permitan la relacion de
variables fisicas en la interpretacion de movimientos.

Utilizar sistemas de coordenadas cartesianas que representen relaciones entre
variables y permitan la generalizacion al concepto de funcion.

Utilizar el concepto de razén de cambio en el proceso de abstraccion de los
conceptos de velocidad y aceleracion.

Emplear el concepto de velocidad en el proceso de conceptualizacion de la
derivada.

Aplicar el concepto de funcion y su representacion grafica en la construccion del
concepto de pendiente.

Utilizar el método de Leibniz en la construccion del concepto de derivada.
Desarrollar progresivamente actividades tendientes a la comprobacion de las
hipotesis del trabajo teniendo en cuenta en todo el proceso la importancia de
utilizar marcos teéricos con componentes fisicos, matematicos y epistemoldgicos.
Controlar en el proceso las manifestaciones del estudiante en torno a su modo de
pensar en matematicas y al empleo que haga de la matematica en la
interpretacion del mundo fisico.

Elementos para la ejecucién

1) El disefio de procesos de medicién que faciliten el estudio de esta como una

funcién requiere:

Realizar préacticas de medicion que permitan involucrar al estudiante con
situaciones relacionadas con la resolucion de problemas, como una de las
caracteristicas del trabajo cientifico. Enfrentdndolo al proceso desde la primera
etapa que corresponde a situaciones concretas.
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Tener en cuenta el componente histoérico, respecto al trabajo de los pitagoricos,
pues es valioso resaltar y reflexionar sobre como para ellos la esencia del
conocimiento se basaba en el nimero y en las relaciones numéricas. Al ser el
namero su primer principio para la explicaciéon de la naturaleza, se tenia la
necesidad de representar los resultados de las mediciones mediante ellos. En el
proceso de conceptualizacién esta situacién ilustra un primer grado de
abstraccion en el pensamiento de quien aprende.

Con el fin de continuar el ascenso en el proceso de conceptualizacion, se realiza
el analisis de los datos procedentes de las mediciones, con la ayuda de técnicas
fundamentadas por la teoria de los errores. Esto permite establecer relaciones
numericas entre los datos, asi como también someterlas a evaluacion con el fin
de justificar sus opiniones y alcanzar la habilidad para plantear y comprobar sus
propias hipotesis.

Al analizar el comportamiento de los datos procedentes de las mediciones y el de
sus relaciones, se evidencia la necesidad de expresar los resultados del trabajo,
en términos mas abstractos que permitan justificar la importancia de estos. Por
eso se hace necesario incluir en el proceso situaciones procedentes de la
matematica, por ejemplo, el estudio de propiedades de la métrica, abordadas
desde el nivel mas concreto posible, o que significa que no es indispensable la
axiomatizacion formal de la informacion para presentar este concepto con el rigor
que merece.

Tratar la medicién como una funcién en la cual el marco referencial de la métrica
permita darle al trabajo practico iniciado un caracter progresivo en la
generalizacion de los hechos estudiados, contribuye a formar en el estudiante el
habito de buscar e identificar modelos matematicos que expresen de manera
seria las situaciones que diariamente enfrenta en el proceso educativo.

Las actividades que permitan conceptualizar el espacio y el tiempo, desde la
tradicion de investigacion newtoniana, requieren de:

Explorar los preconceptos que tiene el estudiante en torno al espacio y al tiempo.

Utilizar el componente histérico que permita abordar los conceptos desde la época
de los griegos e ir presentando la manera como estos han evolucionado. Es decir,
estudiar de la evolucion del concepto de espacio y tiempo desde Aristételes hasta
Newton.

Hacer uso de la epistemologia para la identificacion de aquellos problemas
empiricos que dieron origen al estudio del espacio y del tiempo, asi como de los
problemas conceptuales que han surgido de las teorias que intentan resolverlos.
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3) Para disefiar procesos de medicion que permitan aplicar los conceptos del
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espacio y tiempo en el estudio del movimiento, se emplean:

Practicas de laboratorio sobre: caida libre (usando como instrumentos de
medicion una cinta y un ticometro), movimiento en un plano inclinado (utilizando
el software), y movimiento en un plano horizontal (utilizando una cinta y un
ticometro).

La componente epistemologica que permita considerar que la tradicion de
investigacion desde la cual se hace el estudio, proporciona un conjunto de
directrices para el desarrollo de las teorias especificas, que fundamentan el tema
y explican los problemas empiricos de su dominio.

Resaltar como en el paradigma de la medicion moderna, la mediciéon es una de
las varias nociones que la ciencia moderna ha tomado del sentido comun. Sin
embargo, la medicién no aparece como parte de sentido comun hasta que no se
alcanza un estadio de civilizacion relativamente alto; por otra parte, la concepcién
de medicion propia del sentido comun ha cambiado a lo largo de la historia y se
ha desarrollado enormemente.

Mostrar como el proceso de descubrimiento de que una propiedad es medible y
el de establecer el procedimiento para medirla se basan en la investigacion
experimental. Que cada vez que se inaugura una nueva rama de la fisica (la fisica
es la ciencia que estudia esos procesos de medicion), el primer paso es siempre
hallar algun proceso para medir las nuevas propiedades en estudio, y hasta que
no se resuelve este problema no puede conseguirse ningun gran progreso en la
nueva rama. Su solucion exige el descubrimiento de nuevas leyes.

Para utilizar las herramientas de la geometria analitica al aplicar los sistemas de
coordenadas cartesianas a la representacion grafica del movimiento, se requiere
de:

Emplear los datos de las mediciones de distancia y tiempo obtenidas en las tres
practicas sobre el movimiento (caida libre, plano inclinado, plano horizontal).

Analizar como el pensamiento de los pitagéricos, para quienes todos los objetos
estaban formados por puntos o “unidades de existencia” en combinaciones que
correspondian a las distintas figuras geométricas, influye en la tendencia nuestra
a utilizar un sistema de coordenadas para representar la posicion de un cuerpo
en el espacio.

Inducir al estudiante a representar graficamente el movimiento de un cuerpo bien
sea a lo largo de una recta, en un plano o en el espacio tridimensional. Tratar de
hacer que identifique los puntos como la ubicacion de aquella particula material
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que hacemos mover.

Tener en cuenta que, asi como Leucipo y Demdcrito fueron notables porque
fueron los mas explicitos al afirmar la teoria del atomismo, su filosofia comdn era
gue el mundo estd compuesto por una cantidad infinita de &tomos simples y
eternos, y al igual que los pitagoricos, estos aseguraban que la realidad que
subyace en la constantemente cambiante diversidad del mundo fisico se podia
expresar en términos matematicos y, ademas, que los acontecimientos de este
mundo estaban estrictamente determinados por leyes matematicas.

Este tipo de pensamiento hace parte de la necesidad de tratar de expresar el
movimiento de los cuerpos a través de modelos matematicos, y de buscar la
expresion que determine la ley empirica que caracteriza dicho movimiento. Sin
embargo, se ha de considerarse que en ese momento histérico no se tenia el
aporte de los trabajos de la geometria analitica ni del calculo.

Resaltar el periodo clasico durante el cual la teoria del disefio matematico de la
naturaleza quedd establecida y la investigacion de las leyes matematicas,
institucionalizada.

Hacer notar que se dice a menudo que Nicolds de Oresme contribuy6 a la
formacion del concepto de funcién, a la representacion funcional de las leyes
fisicas y a la clasificacidon de las funciones.

Resaltar el trabajo de Descartes, quien introdujo en el plano las coordenadas x, y
gue ahora llamamos cartesianas. De este modo, a cada par de valores x e y
corresponde un punto y, reciprocamente, a cada punto corresponde un par de
coordenadas x, y.

Tener en cuenta que la representacion grafica se puede interpretar de dos
maneras distintas. Una de ellas es imaginar el movimiento como una serie de
sucesos en el continuo unidimensional del espacio, sin mezclarlo con el tiempo,
usando una imagen dinamica, segun la cual las posiciones del cuerpo cambian
con el tiempo. La otra consiste en formarnos una imagen estéatica del movimiento,
considerando la curva en el continuo bidimensional espacio-tiempo. Segun esta
manera de interpretarlo, el movimiento esta representado como algo que es, que
existe, en el continuo bidimensional espacio-tiempo y no como algo que cambia
en el continuo unidimensional del espacio.

Al emplear sistemas de coordenadas cartesianas que permitan la relacion de
variables fisicas en la interpretacion de movimientos, es preciso considerar:

Que Aristoteles cita en su fisica el problema de la caida como un fenémeno central
para cualquier teoria de la mecéanica terrestre. EI mismo intenté entender por qué
los cuerpos caen y por qué se aceleran en su caida. La fisica aristotélica daba a
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estos problemas soluciones que fueron tomadas en serio durante mas de dos
milenios.

El concepto antiguo de rapidez que Aristoteles, entre otros, especificO como: “a
distancia recorrida en un tiempo dado”. En nuestros dias, decimos casi lo mismo,
definiendo rapidez como ‘la razén entre la distancia recorrida y el tiempo
transcurrido correspondiente”.

Los conceptos de razon, proporcion y proporcionalidad.

Que Galileo en su obra publicada en 1638, se enfrentd con el problema de la
caida de los cuerpos e intentd hallar no por qué cae, sino como cae, es decir, en
gué forma matematica la distancia recorrida y la velocidad alcanzada dependen
del tiempo transcurrido en la caida y el espacio recorrido.

La influencia de la matematica en la interpretacion de los hechos fisicos, pues un
pensamiento matematico es el que permite estudiar como se relacionan las
variables en la caida de los cuerpos.

Que la relacion entre magnitudes de diferente naturaleza (distancia-tiempo) hace
resaltar el hecho de haber avanzado un eslabon mas en el concepto de razony
proporcién, y pasar a la proporcionalidad entre magnitudes de distinta clase.

Que desde el punto de vista historico debido a que los cuerpos en caida libre
alcanzaban una velocidad fuera de la capacidad de los instrumentos de medidas
de que se disponia entonces, Galileo se aproximé al problema de verificacion a
través de la gravedad. Demostré que un cuerpo que desciende por un plano
inclinado de una altura dada, alcanza una velocidad no ligada con el angulo de la
pendiente, y que su velocidad final es la misma que si hubiera caido a través de
la misma altura vertical.

La utilidad del trabajo de laboratorio y la implementacién de las simulaciones
computacionales.

Que, asi como Galileo planteé la pregunta del movimiento de los cuerpos en
caida, del modo siguiente: ¢es v proporcional a s? 0 ¢es proporcional a t? El
investigador moderno preguntara: ¢Qué funcidon es el numero v, que representa
la velocidad, de los nUmeros sy t que representan, respectivamente, la distancia
recorrida y el tiempo de caida?

Para utilizar sistemas de coordenadas cartesianas que representen relaciones
entre variables y permitan la generalizacion al concepto de funcion, consideramos
lo siguiente:

Descartes no considero x e y como incognitas por obtener de una ecuacion inicial,
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sino como variables, observando la interdependencia de ellas. En la ecuacion f(x,
y) = 0 determina el lugar geométrico de los puntos del plano cuyas coordenadas
satisfacen la ecuacion. En general, este lugar serd una curva.

Es muy importante hacer que el estudiante analice el movimiento como una
funcién y no como algo simplemente fisico.

La representacion grafica utilizando coordenadas espaciales y la inclusion de
graficas espacio-temporales permiten hacer exploraciones y aclarar dudas en
cuanto al uso y la interpretacion de graficas.

Como una de las hipétesis de Galileo era, pues, que la velocidad adquirida en la
caida es proporcional al tiempo de caida, se justifica la necesidad de la practica
de laboratorio para averiguar mediante el experimento si esta hipétesis
concordaba o no con los hechos observados. Sin embargo, hay que tener en
cuenta que como resultaba dificil probar por algin medio directo que la velocidad
adquirida fuera proporcional al tiempo de caida, en cambio, era mas facil averiguar
la ley segun la cual la distancia aumenta con el tiempo, adn hoy dia procedemos a
hacer esta comprobacién de la misma manera.

La importancia de la representacion de las variables por simbolos. Y el empleo
de funciones o proyecciones o representaciones.

La idea de funcién, proyeccion o representacion es sin duda uno de los conceptos
fundamentales que acomparfan a la matematica en todos sus pasos de teoria 0
de aplicacion.

A Galileo, quien descubri6 la ley cuadratica de caida libre de los graves, segun la

cual la caida s de un cuerpo que cae libremente en el vacio, es una funcion
cuadratica del tiempo t transcurrido desde cuando se le solté:

Bl 1/2 gt?

Y es g una constante que tiene el mismo valor para todo cuerpo en el mismo lugar de la

Tierra.

Tener en cuenta que, mediante esta ley, Galileo convirti6 una ley natural
contenida en el movimiento efectivo de los cuerpos en una funcién matematica
construida a priori, y esto es lo que la fisica intenta conseguir con todo fenémeno.
Esa ley ha sido trazada por la naturaleza, la cual parece establecer sus planos
con una fina sensibilidad para con la sencillez matematica y la armonia. Pero es
claro que la naturaleza no se ve inhibida por la necesidad de tener que ser
comprensible.

El trabajo de Galileo, como un ejemplo de como la matematizacién de los

70



UNIVERSIDAD DE
CUNDINAMARCA

conceptos fisicos representaron un gran avance hacia la madurez de la ciencia.
e Considerar los siguientes rasgos caracteristicos del proceso matematico:

v' Variables, como ty s de la expresion s = ¥ gt?, cuyos valores posibles
pertenecen al campo de los numeros reales y que podemos repasar
enteramente porque es un campo nacido de nuestra propia y libre
construccion.

v' Larepresentacion de esas variables por simbolos.

v" Funciones o proyecciones o representaciones construidas a priori del campo
de una variable t sobre el campo de otra, s. El tiempo es la variable
independiente.

e Estas expresiones se pueden resumir en la siguiente ecuacion:
y =Y x?

Esta expresion general representa el paso de las magnitudes variables concretas s, t, etc.,
alas variables generales x e y, y de las relaciones concretas anteriores, a la forma general

y =Y x*

e Al estudiar una funcion hay que dejar que la variable independiente recorra todo
su campo. Una conjetura acerca de la interdependencia de cantidades de la
naturaleza puede examinarse en el pensamiento, incluso antes de someterla a la
prueba de la experiencia, por el procedimiento de estudiar si se cumple a traves
de todo el campo de las variables independientes. A veces algunos casos limites
revelan sin mas que una conjetura es insostenible.

e Recordar el trabajo de Descartes mediante el cual, este introdujo en el plano las
coordenadas x, y que ahora llamamos cartesianas. De modo que a cada par de
valores x e y corresponde un punto y, reciprocamente, a cada punto corresponde
un par de coordenadas x, y. Asi, la ecuacion f(x, y) = 0 determina el lugar
geomeétrico de los puntos del plano cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion. En
general, este sera una curva.

e Tener en cuenta, de igual forma, que un lugar geométrico que venga dado por
una condicion geométrica puede definirse también mediante una ecuacién que
exprese la misma condicion en lenguaje algebraico, por medio de coordenadas.

e Es importante aplicar procesos para la obtencion de ecuaciones a partir de
graficos.

e Resaltar que Fermat y Descartes con la disciplina que crearon, la llamada
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geometria de coordenadas o analitica, tenian como idea central asociar
ecuaciones algebraicas a las curvas y superficies. Es esta una de las vetas mas
ricas y fructiferas del pensamiento matematico que jamés se haya encontrado,
rasgo caracteristico de la tradicion de investigacion cartesiana.

La definicion mas explicita del concepto de funcion en el siglo XVII fue dada por
James Gregory en su Vera Circuli et Hyperbolae Quadratura (1667), quien definié
una funcién como “una cantidad que se obtiene de otras mediante una sucesion
de operaciones algebraicas o mediante otra operacion imaginable” (Kline, 1972).

Por otra parte, desde el mismo comienzo de su trabajo sobre el calculo, es decir,
desde 1665 en adelante, Newton utilizd el término “fluent” (fluyente) para
representar cualquier relacién entre variables.

En un manuscrito en 1673, Leibniz utilizd la palabra “funcion” para significar
cualquier cantidad que varia de un punto a otro de una curva —por ejemplo, la
longitud de la tangente, de la normal, de la subtangente y de la ordenada—. La
curva misma, se decia, dada mediante una ecuacion. Leibniz también introdujo
las palabras “constante”, “variable” y “parametro”, esta ultima utilizada en
conexion con una familia de curvas.

En su Historia (1714), Leibniz usoé la palabra “funcién” para significar cantidades
que dependen de una variable.

La notaciéon f(x) fue introducida por Euler en 1734. El concepto se convirtid
inmediatamente en central en los trabajos sobre el célculo.

Las leyes fisicas se refieren a relaciones entre cantidades variables. Cuando una
variable y depende de otra variable x, se dice que y es funcién de x. Asi, por
ejemplo, la distancia a que se encuentra un movil respecto de su punto de partida
es funcién del tiempo; la atraccion entre dos imanes es funcion de su distancia; la
tension de un muelle es funcién de su longitud.

Igual que el concepto de nimero real es la imagen abstracta del valor real de una
magnitud arbitraria, asi, una variable es la imagen abstracta de una magnitud que
varia, lo que supone distintos valores durante el proceso en consideracion. Una
variable matemética x es “algo” o mas exactamente, “cualquier cosa”, que puede
tomar distintos valores numéricos. Este es el sentido general de variable; en
particular podemos entender por ella, el tiempo, la distancia o cualquier otra
magnitud variable.

Una funcién es la imagen abstracta de la dependencia de una magnitud respecto
a otra. En la matematica, la afirmacién de que y es funcion de x Unicamente
significa que a cada posible valor de x le corresponde un valor definido de y. Esta
correspondencia entre los valores de yy los valores de x se llamafuncion.
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7) Para utilizar el concepto de razén de cambio en el proceso de abstraccion de los

conceptos de velocidad y aceleracion, es preciso considerar aspectos tales como:

Una de las contribuciones de Nicolas de Oresme (1323-1382) fue el estudio del
cambio. Recordemos que Aristételes distinguia nitidamente entre cualidad y
cantidad. La intensidad de calor era una cualidad. Para cambiar la intensidad, una
sustancia, una especie de calor, debe perderse y otra afiadirse. Oresme afirmaba
gue “no habia tipos diferentes de calor sino mas o menos cantidad de este” (Kline,
1972).

Varios escolasticos del siglo XIV en Oxford y Paris, incluyendo Oresme,
comenzaron a pensar sobre el cambio y la velocidad del cambio
cuantitativamente. Estos autores estudiaron el movimiento uniforme (movimiento
con velocidad constante), movimiento diforme (movimiento con velocidad
variable) y movimiento uniformemente diforme (movimiento con aceleracion
constante).

Para estudiar el cambio y la velocidad del cambio, Oresme siguio la tradicion
griega afirmando que las cantidades medibles distintas de numeros podian
representarse mediante puntos, lineas y superficies. Por ello, para significar el
cambio de la velocidad con el tiempo, representa el tiempo a lo largo de una linea
horizontal, que llama longitud, y las velocidades en distintos tiempos mediante
lineas verticales, que llamé latitudes.

Oresme asociaba el cambio fisico con toda figura geométrica. El &rea completa
representaba la variacion en cuestion; no habia referencia a valores numéricos.

Que el comportamiento de un movil puede representarse mediante un grafico que
muestra su distancia del punto de partida de cada momento. Es util construir
gréficas de distancia vs. tiempo, y someterlas al andlisis respectivo.

Si el movimiento es uniforme, de tal modo que a iguales incrementos de distancia
corresponden iguales incrementos de tiempo, la gréfica sera una linea recta. En
otro caso sera una curva.

La velocidad del cuerpo es la medida en que aumenta la distancia. Es claro que
la inclinacién de la linea puede representarla. Cuando la curva sube muy
abruptamente, eso quiere decir que a un pequefio incremento de tiempo
corresponde un gran aumento de distancia. Cuando la pendiente es mas suave,
eso significa que el mismo incremento de tiempo corresponde a un menor
incremento de distancia. Por tanto, el problema de calcular la velocidad es el
problema de calcular la inclinaciéon (o gradiente) de la linea. Ahora bien, la
inclinacion de una curva es la tangente. Por tanto, nuestro problema consiste en
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hallar la inclinacién (esto es, la direccion exacta) de la tangente. Asi, un problema
mecanico es esencialmente idéntico a un problema geométrico.

Con frecuencia nos interesa comparar los incrementos o las razones de cambio
de dos variables funcionalmente relacionadas. Como en el caso de la distancia y
el tiempo, el problema es siempre equivalente al de hallar la direccion de la
tangente a una curva. Por esta razon el problema de la tangente no tiene ni mucho
menos un interés exclusivamente geométrico. (En sus primeros tiempos, el
calculo diferencial se llamé a menudo “método de las tangentes”).

La velocidad y la aceleracion son cualidades del movimiento, pero el rasgo de la
velocidad (y la aceleracién) que le da toda su importancia la hace al mismo tiempo
totalmente insusceptible de medicion por el proceso fundamental.

La necesidad de cuestionar al estudiante nuevamente sobre los procesos de
medicion e inducirlo a la interpretacion de los resultados al determinar las
velocidades y aceleraciones del movimiento, asi como los métodos empleados
para calcularlos. Es importante que cuando sea posible se le vaya enfrentando al
estudiante con situaciones problematicas que lo motiven a sugerir soluciones y
comprobar su validez, asi como a ser consciente de la evolucion del conocimiento.
El ser humano siempre se ha encontrado ante este tipo de situaciones, por tanto,
se requiere ponerlo en contacto con la historia para observar cémo fueron
resueltas estas dificultades y como las resuelve él hoy dia.

Considerar una curva de espacios. Siel movimiento es uniforme, el nUmero que
mide un incremento cualquiera de la distancia dividido por el nimero que mide
el correspondiente incremento de tiempo es siempre el mismo valor como
medida de la velocidad. Pero si procediéramos de este modo cuando la
velocidad es variable, obtendriamos valores muy diversos para la velocidad. De
todos modos, cuanto menor es el incremento del tiempo, tanto mas se
aproximara a una linea recta el trocito de curva de espacios que corresponda a
ese incremento de tiempo, y tanto mas se aproximara, por tanto, a la uniformidad
de incremento (o disminucion) de s. Asi, si denotamos el incremento de t por
“‘At” (notacion en la cual “A” no representa un numero, sino la frase “el
incremento de”) y el correspondiente incremento (o0 “decremento” o
disminucion) de s por “4s”, podemos definir la velocidad media en ese elemento
o trocito del movimiento por:

As
At

8) Para emplear el concepto de velocidad en el proceso de conceptualizacion de la

derivada, se tendra en cuenta que:
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e Segun la expresion j—i , por pequefio que sea 4t, la linea representada por 4s
no es, por lo menos corrientemente, del todo recta, y la velocidad en el instante
t [que, en la terminologia del célculo diferencial de Leibniz, se define como el
cociente de incrementos “infinitamente pequefios” y se simboliza por ds/dt
(porque se sustituyen las A por d cuando consideramos “infinitésimos”)] queda

definida sélo aproximadamente.

e La nueva nocion de velocidad incluye como caso particular la de velocidad
uniforme. De hecho, las reglas del célculo infinitesimal nos autorizan a inferir de
la ecuacion ds/dt = a (en la cual a es alguna constante) la ecuacién s = at + b
(siendo b otra constante). Tenemos que recordar que todo eso no ha estado
explicitamente formulado hasta unos cincuenta afios después de que Galileo
publicara sus investigaciones sobre el movimiento de caida libre.

e Si consideramos una curva de velocidades, el movimiento uniformemente
acelerado ocupa en ella el mismo lugar que la velocidad uniforme en la curva de
espacios.

Si denotamos por v la medida numérica de la velocidad al final de t unidades de tiempo, la
aceleracion, en la notacion del calculo diferencial, se mide por:

_dv,
dt
y la ecuacién dv/dt = h, en la que h es alguna constante, es la ecuacion del movimiento
uniformemente acelerado.

¢ En la mecanica newtoniana tenemos que considerar movimientos variablemente
acelerados, y este es el punto en el cual se hace necesario en la mecanica teérica
el calculo infinitesimal o algun calculo equivalente, como el “método de las
fluxiones” de Newton.

e Los escritos de Descartes fueron altamente influyentes; su filosofia deductiva y
sistematica se extendio en el siglo XVII e impresioné a Newton, especialmente
por la importancia del movimiento en ella.

e Un paso decisivo de la matematica de las magnitudes variables fue dado por
Newton y Leibniz durante la segunda mitad el siglo XVII, al sentar las bases del
calculo diferencial e integral. Este fue el verdadero comienzo del andlisis, puesto
gue el objeto de este calculo son las propiedades de las funciones, distinto del
objeto de la geometria analitica, que son las figuras geométricas.

e Las matematicas se hicieron importantes en la metodologia cientifica y se
aprovecharon tanto de su adopcién, que el programa de Galileo fue aceptado por
gigantes como Newton.
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Newton proporcion6 una exposicion de sus ideas en el libro Methodus Fluxionum
et Serierum Infinitarum. En este trabajo dice que considera sus variables como
generadas por el movimiento continuo de puntos, rectas y planos, mas que como
agregados estaticos de elementos infinitesimales. En los cuales a una cantidad
variable la llama fluyente, y a su cambio relativo, fluxion.

En este trabajo Newton establece mas claramente el problema fundamental del
calculo: dada una relacion entre dos fluyentes, obtener la relacion entre sus
fluxiones y reciprocamente. Las dos variables de las que se da la relacién pueden
representar cualquier cantidad. Sin embargo, Newton piensa en ellas como
cambiantes con el tiempo porque es una forma de pensar util, aunque, como
sefiala, no es necesaria.

En su Tractatus de Quadratura Curvarum (Tratado sobre la cuadratura de las
curvas), Newton dice que habia abandonado el infinitesimal o cantidad
infinitamente pequefa. Critica ahora el despreciar los términos que incluyen o
porque, segun afirma:

En matematicas no se debe despreciar ni los errores mas diminutos... Considero
las cantidades matemaéticas, en este punto, no como consistentes en pequefias
partes, sino como descritas por un movimiento continuo. Las lineas estan
descritas, y por tanto generadas, no por la yuxtaposicion de partes, sino por el
movimiento continuo de puntos; las superficies por el movimiento de lineas; los
angulos por la rotacion de los lados; las porciones de tiempo por un flujo continuo...

Las fluxiones son, hasta la aproximacion que queramos, como los incrementos de
las fluyentes generados en tiempos iguales y tan pequefios como sea posible vy,
para hablar con precisién, estdn en la razon primera de los incrementos
emergentes; aunque pueden expresarse mediante lineas cualesquiera que sean
proporcionales a ellos (Kline, 1972).

La interpretacién geométrica dada por Newton.

Leibniz nos ha enseflado a concebir el reposo, no como opuesto
contradictoriamente al movimiento, sino como un caso limite del movimiento. Y,
mediante una argumentacion basada en la idea de continuidad, consiguio refutar
a priori las leyes del impacto propuestas por Descartes.

Para aplicar el concepto de funcién y su representacién grafica en la construccion
del concepto de pendiente, se consideraran los siguientes aspectos:

Los conceptos matematicos de variable y funcién son generalizaciones abstractas
de variables concretas (tales como tiempo, distancia, velocidad, angulo de
rotacion y area de una superficie barrida), y de las interdependencias entre ellas
(la distancia depende del tiempo, etc.).
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¢ Reflexionar sobre como evoluciona el conocimiento, puesto que a partir del punto
de donde se inici6 el estudio de la funcion como movimiento, ya se ha alcanzado
un grado de abstraccién que permite abordar el concepto de funcién de una
manera mas general.

e Partir de los aportes de Descartes y Fermat a la geometria analitica que permitan
construir la representacion grafica de la pendiente.

10) Utilizar el aporte de los trabajos de Leibniz en la construccion del concepto de
derivada.

11) Para desarrollar progresivamente actividades tendientes a la comprobacion de
las hipotesis del trabajo teniendo en cuenta en todo el proceso la importancia de
utilizar marcos teéricos con componentes fisicos, mateméaticos y epistemologicos,
se ha disefiado en la segunda parte de este trabajo un articulo que trata sobre la
evolucion del concepto de funcion a partir del estudio del movimiento.

12) Con el fin de controlar en el proceso las manifestaciones del estudiante en torno
a su pensamiento matemético y al empleo que haga de la matematica en la
interpretacion del mundo fisico, es preciso realizar continuamente pruebas que
permitan identificar estos aspectos en el proceder del estudiante al solucionar los
diferentes problemas que aparecen en el trabajo.
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Capitulo 4.

El juego de actores: enfoque prospectivo en la visualizacion de la evolucion
del problemay construccion del escenario futuro

El método prospectivo conocido como juego de actores permite mostrar la posible
evolucion del problema y la aparicion de potencialidades. Este método depende
Unicamente del conocimiento que tengamos de las acciones que se quieren emprender,
asi se puede estimar un futuro probable y, con base en este, estar en capacidad de
disefar el futuro deseable (Mojica, 1991).

Se han tomado las técnicas prospectivas como guia metodolégica, ubicando como
actores del proceso las observaciones provenientes de la docencia de la matematica, la
fisica y la epistemologia en el estudio de la funcién, de tal manera que, para la
determinacion del futuro de las acciones disefiadas, se tenga en cuenta los aportes que
desde estos tres campos del saber se puedan dar para lograr asi una docencia de la
matematica y de la fisica articulada.

La técnica del juego de actores nos permite visualizar la manera como evolucionan las
acciones. Se aprecia con él el dinamismo de una realidad que antes no se veia sino
estaticamente. Con el fin de concretarlos en los proyectos y anhelos con que se quiere
dar solucién a determinados problemas que surgen en el disefio del proceso.

Es preciso tener en cuenta que tanto el proyecto como el anhelo se refieren a solucion de
problemas. Esto quiere decir que, si se tiene un problema y, al mismo tiempo, un proyecto
encaminado a solucionarlo, contaremos con elementos de juicio para determinar la
evolucion favorable de este problema.

Con el fin de presentar en forma ordenada la aplicacion de la técnica prospectiva e indicar
la evolucion de las disfunciones del sistema o el desarrollo de las potencialidades, se
presenta a continuacion una descripcion de los aspectos detectados al disefiar desde el
trabajo de aula las acciones planteadas en el proceso.

Problema: “; Coémo relacionar la ensefianza de la matemética y la ensefianza de la fisica
en el estudio de la funcion desde el movimiento?”.

Hipotesis:

1) El estudio del movimiento de los cuerpos contribuye a la formacién del concepto
de funcion.

2) La utilizacion de la epistemologia en el proceso de ensefianza-aprendizaje
favorece la formacion de conceptos y contribuye a la reconstruccion del
conocimiento.
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3) La interrelacion de la matematica y la fisica en las actividades de ensefianza-
aprendizaje de estas dos areas representa una fortaleza para los procesos de
conceptualizacion.

Evolucién del problema
Aplicacién del juego de actores. Esta técnica permite:

> Estudiar cada una de las disfunciones del problema (variables claves) en su
estado actual.

> Plantear los proyectos, los cuales dependen de la evaluacion de las acciones
planteadas en el trabajo, de acuerdo con su gobernabilidad e impacto; esto
permite identificar las acciones ejecutables a corto plazo (necesidades).

> Plantear los anhelos, los cuales permiten identificar acciones (potencialidades)
ejecutables a largo plazo.

o Concepto de espacio

Estado actual: teniendo en cuenta que el conocimiento precientifico se caracteriza por las
apreciaciones intuitivas, por aquellas impresiones que nos afectan directamente, se
puede decir que el concepto de espacio se encuentra en el primer estadio del proceso de
conceptualizacion, es decir, en la etapa en la cual la idea que la persona tiene procede
de su experiencia con el entorno.

Por tal motivo, es caracteristico al explorar las concepciones que el estudiante tiene sobre
el espacio, encontrar expresiones que muestran la asociacion de este término con un
objeto real, el entorno fisico, y en algunos casos también se halla asociado al espacio
exterior.

A pesar de que el estudiante de primer semestre de Licenciatura en Matematica y Fisica
ha tenido una instruccion de dos afios en el area de fisica clasica, no posee una formacion
gue le permita expresar el concepto fundamentado desde la tradicion de investigacion
newtoniana.

Aunque Newton no definia el espacio, lo caracterizaba como una especie de matriz
tridimensional estacionaria, en la cual pueden existir objetos y a través de la cual pueden
moverse sin que se produzca ninguna interaccion entre el espacio y el objeto. Luego,
como el espacio esta ahi, tenemos la tarea de colocarle marcas a las diferentes posiciones
gue tenga el cuerpo en cierto tiempo, medir las distancias entre posiciones consecutivas
y representarlas en una recta, en un plano o en un sistema de coordenadas tridimensional,
dependiendo de la trayectoria que siga dicho cuerpo.
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La situacion anterior parece sencilla de asimilar, lo cual hace que en muchos casos en el
trabajo docente olvidemos la complejidad del proceso de conceptualizacién que se
presenta ahi, y se llegue directamente a la situacion abstracta sin haber establecido unos
pasos anteriores en una etapa que aborde el problema desde un aspecto concreto.

Se observa como el estudiante representa graficamente las posiciones de un cuerpo, en
una dimension, con la ayuda de una recta. Asume que el cuerpo es unidimensional, sin
expresarlo y sin reflexionar, pues al pedir justificaciones sobre el empleo que hace de
estos diagramas, se evidencia el caracter memoristico de su trabajo en niveles anteriores
de su proceso educativo.

Se estan subutilizando las herramientas de representacion grafica con las
correspondientes ecuaciones, procedentes de la matemética en el trabajo con la
asignatura de fisica, puesto que, por una parte se hace una transmision de informacion
en la clase de matematicas sin emplear ejemplos procedentes de la fisica que pueden
contribuir al proceso de conceptualizacién, de tal manera que en la mayoria de los casos,
en la clase de fisica, se repiten algunos contenidos mateméticos, convirtiéndola en otra
matemadtica y perdiendo la oportunidad de profundizar en las teorias propias de la fisica,
asi como en la utilizacion de la matemética en el estudio de los modelos que generan las
teorias procedentes de las ciencias naturales.

Proyectos:

Desarrollar actividades que le permitan al estudiante y al docente reflexionar sobre las
caracteristicas del conocimiento precientifico y cientifico, que le posibiliten al estudiante y
al docente evaluar la validez de sus interpretaciones desde estos puntos de vista.

Efectuar procesos de medicion y representacion grafica justificados desde la tradicion de
investigacion newtoniana, que permitan ascender en el proceso de conceptualizacion del
espacio y utilizar sistemas de coordenadas cartesianas, para la representacion de
espacios unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales, de tal manera que se
reflexione sobre el carécter funcional de la representacion del modelo de espacio
newtoniano.

Anhelos:

Desarrollar actividades que permitan el manejo de la representacion espacial en sistemas
de coordenadas diferentes a las rectangulares.

Disefiar actividades que faciliten el desarrollo de procesos de conceptualizacion del
espacio relativista.

80



UNIVERSIDAD DE
CUNDINAMARCA

o Concepto de tiempo

Estado actual: plantea Newton en sus Principia, que no define el tiempo, el espacio, la
posicion y el movimiento, ya que son bien conocidos de todos. Efectivamente al estar
familiarizados con el término tiempo, se descuida la exploracion de manifestaciones en el
estudiante relacionadas con el grado alcanzado por este en el proceso de
conceptualizacion.

Cuando se dedica cierto momento de la actividad docente a identificar rasgos
caracteristicos del estado del concepto, se encuentra que el estudiante asocia el tiempo
con la medida del tiempo registrada por un cronémetro. De tal manera que cuando detiene
el cronémetro, considera que el tiempo se detiene, y aunque crecemos siendo buenos
newtonianos, en el sentido de que nuestras ideas intuitivas sobre el tiempo estan en total
armonia con las de Newton, desconocemos que desde este punto de vista el tiempo es
absoluto y discurre sin relacionarse con ninguin suceso o hecho fisico.

Cuando se estudia el movimiento de los cuerpos desde la fisica clasica, los conceptos de
espacio y tiempo son tratados de manera separada. Sin embargo, en muchas ocasiones
el estudiante emplea expresiones como “distancia de tiempo” para referirse a intervalos
en los cuales se analiza el movimiento de un cuerpo. Al parecer esta confusion procede
de la utilizacion de un sistema de coordenadas bidimensional para representar el
movimiento del cuerpo, en el cual un eje representa la distancia recorrida por el cuerpo, y
el otro eje el tiempo transcurrido en el intervalo estudiado.

Hay desconocimiento de las condiciones establecidas por la tradicion de investigacion
newtoniana en torno al concepto de tiempo. Aungue el estudiante tiene la nocién intuitiva
de que el tiempo no retrocede, muchas veces no tiene en cuenta este hecho al analizar
graficas de distancia vs. tiempo, y al tener representado en el grafico retrocesos en el
tiempo, anota en sus descripciones que el cuerpo se devuelve en el tiempo y, por tanto,
se acerca al punto de donde sali6.

Proyectos:

Desde la tradicion de investigacibn newtoniana, estudiar el concepto de tiempo y
confrontarlo con las ideas procedentes de la teoria de la relatividad.

Anhelos:
Analizar el concepto de tiempo en su desarrollo histérico, identificando los rasgos

caracteristicos procedentes de diferentes tradiciones de investigacion, que permitan
explorar la evolucion de las teorias cientificas que lo han tratado.
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o Medicion

Estado actual: los procesos de medicién de distancias y tiempos, en las actividades
relacionadas con el estudio del movimiento de los cuerpos a lo largo de trayectorias
rectilineas, ejecutados en el trabajo de aula, que justifican las acciones planteadas en
este trabajo, no pasan de ser procesos tendientes a la recoleccion de datos. Con la
aplicacidon de unas pocas técnicas estadisticas para el respectivo andlisis, actividades que
en algunos casos no pasan de ser procesos repetitivos y carentes de significado.

Es frecuente observar la desorientacion del estudiante cuando se le enfrenta a procesos
de medicion en las préacticas de laboratorio de fisica, pues no sabe como observar y, por
lo tanto, le es muy dificil identificar aquellas caracteristicas que pueden ser estudiadas y
sometidas a medicion.

La situacién se torna cada vez mas problematica, ya que si no puede realizar mediciones
adecuadas que le permitan apropiarse de datos para su respectiva relacion en
interpretacion, la confrontacion de sus resultados con el componente procedente de la
fisica tedrica, se hace imposible.

El estudiante frecuentemente utiliza el recurso de tomar desde la teoria fisica que esté
estudiando aquellos modelos matematicos representados por las ecuaciones, identifica
las variables que intervienen en ellas y procede a tomar unos pocos datos en la practica,
con el fin de reemplazarlos en la ecuacion para presentar su informe. Aunque desde las
actividades disefiadas en el trabajo con la asignatura de fisica, se le involucra en el trabajo
de analisis de datos, interpretacion de graficas, correccion de curvas, obtencion de leyes
empiricas expresadas por las ecuaciones procedentes del trabajo estadistico sobre los
datos, etc.

En lo correspondiente al tratamiento de la mediciébn como una funcion, no se presentan
antecedentes en el estudiante de haber sido familiarizado con esta perspectiva, pues en
nuestro trabajo docente la dejamos en un nivel netamente concreto y descuidamos la
importancia de hacer que el estudiante progrese en el proceso hacia niveles abstractos
en los cuales la teoria matematica cumple un importante papel en la generalizacion y
formalizacion de los conceptos.

Proyectos:

Aplicar técnicas estadisticas para el procesamiento de datos procedentes de las
mediciones, de tal manera que el estudiante se vea obligado a aplicarlas constantemente
y a profundizar en la teoria estadistica de la medicion.

Utilizar las actividades de mediciébn como situaciones concretas para el estudio de la
funcion, de tal manera que el estudiante vaya de manera progresiva ascendiendo en el
nivel de formalizacidén que le permita comprender el concepto de métrica.
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A partir de procesos de medicion (por ejemplo, de distancias y tiempos), facilitar al
estudiante herramientas para la interpretacion de la teoria fisica, expresada mediante
modelos mateméticos (por ejemplo, la funcion movimiento).

Anhelos:

Desarrollar procesos que contribuyan al estudio de los espacios métricos, a partir de
ejemplos procedentes de la fisica.

o Uso de la geometria analitica

Estado actual: en el bachillerato se trabaja la geometria analitica en un nivel abstracto,
por ejemplo, las conicas se tratan desde la representacion en el sistema de coordenadas
cartesianas y la obtencién de una ecuacion, o viceversa. Pero sin iniciar su estudio a partir
de situaciones concretas para luego ir ascendiendo en el proceso de abstraccion hasta
concluir en la simbolizacion mediante ecuaciones.

Ademas, se desconoce el desarrollo histérico que ha tenido esta rama de la matematica
y, por lo tanto, se emplea en los procesos de ensefianza-aprendizaje, sin tener en cuenta
gue para el estudiante también es necesario realizar procesos graduales que le permitan
evolucionar en sus conceptos.

Se acostumbra tomar un sistema de coordenadas bidimensional para representar la
relacion distancia-tiempo, en situaciones relacionadas con la ensefianza de la fisica,
considerando que es muy sencillo cambiar la letra “y” del eje coordenado vertical, por la
letra “d”, o la palabra “distancia”, y la letra “x” del eje coordenado horizontal, por la letra “t”
o la palabra “tiempo”, considerando que el estudiante asocia facilmente ese cambio de
letras y de inmediato comprende que la grafica ahora tiene un significado fisico, que es el

movimiento.

Sin embargo, la situacion es muy distinta; primero, el estudiante asocia la curva
representada en el sistema espacio-temporal, como una curva sencillamente espacial,
asociandola con la trayectoria del cuerpo y, segundo, parece que desconoce por completo
gue la curva representa un movimiento.

Esto origina dificultades para interpretar las graficas del sistema de coordenadas, como
ejemplos de representacion de funciones y, mas concretamente, para identificar el
movimiento de un cuerpo como un tipo de funcion.

Por otra parte, hay dificultad para extraer de la curva de espacio-tiempo la ecuacién
representativa. Aunque el estudiante muchas veces usa ecuaciones y las representa, no
las analiza y asocia con situaciones concretas.
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Proyectos:

Emplear la geometria analitica como elemento basico en la representacion grafica del
movimiento, como una de las etapas iniciales del proceso de representacion de las
funciones.

Obtener las ecuaciones del movimiento mediante procesos que muestren que ellas son
el resultado final de una actividad gradual y progresiva que parte de situaciones cotidianas
concretas, y permite consolidar en el pensamiento del estudiante ciertas caracteristicas,
las cuales a medida que se progresa en el proceso adquieren mayor rigor conceptual,
para ir avanzando hacia la abstraccién del concepto de movimiento.

Desarrollar actividades que permitan comprender por qué es importante la representacion
simbdlica, empleada en una ecuacion o grupo de ecuaciones que acomparfian a la teoria
fisica, asi como dar la importancia que merece la implementacion de la modelacién
matemaética en los procesos de conceptualizacion.

Anhelos:

Realizar actividades para el estudio de la geometria analitica que incluyan la aplicacion
de esta a situaciones procedentes de la fisica, y que permita investigar aspectos de la
docencia de la matematica y la fisica integrada.

o Concepto de variable

Estado actual: como se observa al trabajar la representacion en sistemas de coordenadas
cartesianas de las variables x e y empleadas para denominar los valores asignados a los
ejes coordenados en el campo de los numeros reales, el estudiante probablemente hace
el cambio de estas letras por las correspondientes a distancia y tiempo, tratadas en la
fisica; sin embargo, no pasan de ser cambios de letras, puesto que no hay analisis
respecto a las condiciones que permiten que la distancia sea considerada como una
variable, que pueda representarse mediante el sistema de coordenadas escogido. Lo
mismo sucede con el tiempo. Esta dificultad esta muy relacionada con los conceptos de
espacio y tiempo, mencionados anteriormente en este documento, y que requieren de un
modelo conceptual, proveniente para este caso de la tradicion de investigacion
newtoniana.

Es claro para el estudiante que la letra que representa la distancia y la que representa el
tiempo corresponde a un rango de valores, pero la dificultad comienza cuando en el caso
de la distancia se encuentra con valores en el eje negativo, por ejemplo. O en el caso del
tiempo, cuando se le cuestiona sobre la posibilidad de trabajar con valores positivos y
negativos para el tiempo.
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Proyectos:

Generar procesos que permitan, a partir del estudio del movimiento, hacer
interpretaciones de las variables tratadas y establecer relaciones entre ellas, como
requisito para el disefio de procesos de trabajo experimental, que lleven a la obtencion de
leyes empiricas formalizadas por la representacion simbolica de dichas variables,
mediante ecuaciones que conduzcan al disefio de modelos matematicos.

Anhelos:

Realizar procesos de trabajo tendientes a desarrollar en el estudiante habilidades para el
andlisis de procesos experimentales conducentes a la obtencion de modelos
matematicos, con la orientacién de metodologias cientificas de investigacion.

o Concepto de funcidn

Estado actual: este concepto se trata de una forma tan abstracta que el Unico recurso que
tiene el estudiante para responder en las evaluaciones es la memorizacién. No se tiene
en cuenta la influencia de hechos fisicos como por ejemplo el movimiento de los cuerpos,
que permitan que el estudiante asimile desde un nivel concreto el significado de funcion,
y vaya progresivamente evolucionando en su proceso de conceptualizacion.

Hay una completa ausencia de la relacion entre el estudio del movimiento y el estudio de
la funcién, lo que hace que el estudiante utilice en fisica herramientas matematicas sin
tomar conciencia de la razon de su aplicacion y de la importancia del proceder matematico
en este tipo de situaciones.

Cuando se le presentan al estudiante gréficas de distancia vs. tiempo, por ejemplo, en las
cuales aparentemente el tiempo se detiene y la distancia recorrida continlla aumentando,
el estudiante, aunque describa el grafico en forma oral o escrita de esta manera, termina
concluyendo que el cuerpo se encuentra en movimiento, sin reflexionar que no es posible
gue un cuerpo se encuentre en varias posiciones en el mismo instante. Nunca aparece la
alusion de parte de él al hecho de que el movimiento del cuerpo desde el punto de vista
matematico se puede expresar como una funcion.

Proyectos:

Disefiar procesos de trabajo que permitan conceptualizar la funcién partiendo de
situaciones concretas procedentes del estudio de la fisica.

Emplear en las practicas de laboratorio los procesos que desde el punto de vista histérico
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han contribuido al desarrollo de la ciencia, que permitan emplear técnicas de trabajo
experimental utilizadas en diferentes épocas y que han originado la creacion de las
teorias, en las cuales se resalte la importancia de la matematica en el proceso de
abstraccion cuyo resultado final es la simbolizacion.

Anhelos:

Propender por la conformacién de un pensamiento funcional en el estudiante.

o Concepto de razén de cambio

Estado actual: cuando se explora sobre el concepto de razén, se empiezan a detectar
problemas de conceptualizacion, dado que en los mismos procesos de aprendizaje se
aborda el estudio de la razon desde el punto de vista de la relacién entre dos numeros,
sin darle significacién a cada una de las cantidades analizadas y a la relacion entre estas.
Esto conduce a problemas de conceptualizacidbn respecto a proporcion 'y
proporcionalidad. Se presenta ausencia en el estudiante de primer semestre de
Licenciatura del Conocimiento de la Razén de Cambio, aunque en el bachillerato se debe
haber abordado, tanto en el estudio de la velocidad de los cuerpos desde la asignatura
de fisica, como en el calculo.

Proyectos:

Disefiar procesos que permitan conceptualizar los siguientes aspectos: razon,
proporcion y proporcionalidad.

Al abordar el estudio de la velocidad de los cuerpos, generar la necesidad de interpretarlo
desde el punto de vista de la razén de cambio.

Anhelos:

Orientar procesos de conceptualizacion de la razon de cambio desde los primeros grados
de la educacion basica secundaria, desde aspectos concretos, de modo que al ir
avanzando en el nivel de escolaridad se pueda comprobar la evolucion de este concepto
en el pensamiento del alumno.

o Concepto de velocidad

Estado actual: la idea de velocidad hace parte del lenguaje comun porque es facil tener
una nocion de ella a partir de situaciones intuitivas propias del conocimiento precientifico.
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Esto permite encontrar correspondencias entre las ideas que poseian los griegos y las
ideas que tiene cualquier persona, aunque no haya hecho un estudio formal de este
concepto.

Sin embargo, al abordar este concepto desde el estudio de la fisica, a nivel del
bachillerato, se presenta cargada de ecuaciones que caracterizan ciertos tipos de
movimiento, sin hacer un trabajo progresivo y secuencial que le permita al estudiante
apropiarse del conocimiento de una manera efectiva, sino que, por el contrario, se
presenta el concepto inicialmente desde un aspecto concreto y luego se termina dando
un salto a una etapa superior cargada de situaciones abstractas y sin significado para el
estudiante, quien se limita a tomar ecuaciones y hacer reemplazos de valores con el fin
de obtener respuestas numéricas que no son analizadas.

Para el estudiante es problemético justificar lo que significan las velocidades negativas,
asi como analizar el comportamiento de la velocidad de un cuerpo desde el punto de vista
funcional. A esto se asocia la dificultad de interpretar el significado de las aceleraciones.

Aparece en la docencia de la fisica a nivel del bachillerato, una incongruencia en la
presentacion de los contenidos relacionados con el estudio de la velocidad, puesto que,
por una parte, no se presenta el concepto de razon de cambio para definirla, y ademas se
incluye la velocidad instantanea haciendo uso del concepto de limite, cuando aun en este
nivel no se encuentra formalizado.

Una situacion similar se presenta en la asignatura de fisica general | de la Licenciatura en
Matematicas y Fisica, cuando se hace el estudio del movimiento de los cuerpos aplicando
herramientas matematicas procedentes del calculo, que hasta ese momento del curso se
comienzan a estudiar, como es el caso de la derivacién e integracién, desaprovechando
la oportunidad de relacionar los contenidos.

Proyectos:

Efectuar el estudio de la velocidad de los cuerpos teniendo en cuenta su evolucién a
través de la historia, reflexionando en cada momento con respecto al paradigma reinante
en la época.

Aprovechar las herramientas conceptuales provenientes de la fisica en torno al concepto
de velocidad para formalizarlo con la ayuda de la matemética como elemento clave en la
abstraccion y para el disefio de modelos teéricos.

Anhelos:

Elevar el nivel de complejidad en torno al estudio de la velocidad y hacerlo extensivo al
estudio de otros tipos de movimiento, retomando aquellos problemas que desde la fisica
contribuyeron al avance de la matemética en cuanto a la evolucion del célculo.
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o Concepto de pendiente

Estado actual: la nocién inmediata que muestra el estudiante cuando se le cuestiona por
el concepto de pendiente es el relacionado con inclinacién. A partir de ahi, el estado del
concepto se reduce a recordar en el mejor de los casos la expresion que permite hallar la
pendiente a una recta, a partir de la razon entre los incrementos de Y y los incrementos
de X, y a obtener un nimero como representacion de la informacion solicitada.

Al tratar de utilizar este concepto en el andlisis de graficas de distancia vs. tiempo, en el
estudio del movimiento de los cuerpos, se presenta gran dificultad para relacionar el
concepto de pendiente con el de velocidad, en el movimiento uniforme rectilineo; o con el
de aceleracion en el movimiento uniforme acelerado.

En ciertas ocasiones el estudiante por memorizacion expresa que la pendiente de una
recta corresponde a la tangente del angulo de inclinacion de dicha recta, pero hay

dificultad para expresarla mediante una representacion grafica y un proceso ordenado
gue justifique su proceso de pensamiento.

Proyectos:

Analizar y convertir en herramientas para el trabajo de aula algunos métodos que han
permitido presentar el concepto de pendiente en la historia de la matematica.

Anhelos:

Ampliar el estudio de la pendiente a situaciones relacionadas con cualquier tipo de curvas.

o Concepto de derivada

Estado actual: a nivel de bachillerato, el estudio de la derivada se convierte en la
mecanizacion y memorizacion de técnicas de derivacion, que cuando van a ser utilizadas
a la resolucion de ejercicios propuestos en los textos, se han olvidado, o por lo menos se
han confundido entre todas las expresiones acumuladas en el mal interpretado proceso
de conceptualizacion.

Retomando los datos historicos, se encuentra que esta tendencia es caracteristica de este
tipo de trabajo puesto que el célculo produjo gran cantidad de métodos que permitian
resolver problemas de una manera eficaz. Sin embargo, a nivel de docencia se ha
empobrecido esta herramienta dejando de lado la importancia de la formacion de los
conceptos, lo que origina que cuando el estudiante se enfrenta con la resolucion de
problemas que requieran su creatividad en la aplicacion de estos conceptos, se encuentra
desprovisto de habilidades para enfrentarlos.
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Proyectos:

Fomentar una docencia en pregrado que forme al futuro licenciado en Matematicas y
Fisica, en sistemas de trabajo que presten especial atencién a los procesos de
conceptualizacion.

Anhelos:
Extender el estudio de la derivada a situaciones que permitan abordar temas de fisica

relacionados con la mecanica de solidos, mecéanica de fluidos y el electromagnetismo,
entre otros.

o Aplicacion de la matemética a la ciencia natural

Estado actual: en este trabajo, la rama de la ciencia natural que se ha considerado es la
fisica; por tanto, no se hace referencia a otra area de la ciencia para efectos del presente
analisis.

Se observa en la docencia de la fisica a nivel de bachillerato la tendencia por resolver
ejercicios que impliquen la utilizacion de ecuaciones, en las cuales el resultado obtenido
€s un numero que en muchos casos no representa ni cuantitativamente las caracteristicas
de la realidad.

En cuanto al trabajo de laboratorio, se emplean frecuentemente técnicas de
procesamiento de datos, que terminan de nuevo en expresiones cuantitativas carentes de
significado.

No existe en el estudiante la formacion hacia una utilizacion de herramientas matematicas
gue le permitan expresar la realidad mediante modelos mateméticos, que luego deben
ser confrontados con los que le suministra la informacion tedrica establecida.

Proyectos:

Disefiar procesos de trabajo en el laboratorio de fisica que permitan abordar los temas de
la matematica desde las primeras etapas del proceso de conceptualizacion (nivel de lo
concreto), e ir avanzando en el proceso (abstraccién) con la ayuda de técnicas de trabajo
experimental, conducentes a la obtencion de modelos matematicos que expliquen los
hechos estudiados (simbolizacién-generalizacién).

Anhelos:
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Realizar a nivel de docencia en pregrado, actividades de formacioén para los futuros
docentes en la metodologia del trabajo cientifico.

o Pensamiento matemético

Estado actual: frecuentemente se asocia el pensamiento matemético con la capacidad
para realizar calculos numéricos de manera rapida, para resolver ejercicios que impliquen
la aplicacién de métodos “matematicos”, por ejemplo, resolver ecuaciones diferenciales
para repetir la demostracion de teoremas, etc., pero se desconoce lo que realmente
significa “un pensamiento matematico”. Esto origina una desorientacion en los procesos
de ensefianza de la matematica, pues cada docente la presenta de la manera como él la
interpreta.

Se hace un poco dificil para un licenciado en Matematica y Fisica la investigacion en
docencia de la matemética, pues se desconocen las exigencias y caracteristicas del
pensamiento matematico, lo que impide orientar de manera efectiva el estudio.

Proyectos:

Capacitar al licenciado y al futuro licenciado en Matematicas y Fisica en el conocimiento
profundo de la disciplina matematica.

Anhelos:

Conformar grupos de investigacion en torno a situaciones relacionadas con la docencia
integrada de la matematica y la fisica.

o ldentificacion de problemas empiricos y conceptuales

Estado actual: la docencia de la matematica y la fisica carece de la utilizacion del
componente epistemoldgico en el aula de clase, que le permita reflexionar en torno a los
temas de estudio y hacer del proceso educativo un sistema de identificacion de aquellos
problemas que han contribuido al avance de la ciencia natural y la matematica.

Proyectos:

Incluir en los procesos de conceptualizacion la reflexion epistemoldgica.

Anhelos:
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Formar al futuro licenciado en Mateméticas y Fisica con herramientas conceptuales de
caracter epistemologico que le posibilite relacionar la filosofia, la matematica y la fisica en
el trabajo docente, asi como aplicar la reflexion epistemoldgica en la transmision de los
conocimientos.

o Importancia de la evolucion de las teorias

Estado actual: generalmente en la practica docente se presentan las teorias cuando se
efectla el proceso de transmision del conocimiento, pero muy raras veces se someten a
evaluacion.

No existe una formacion epistemoldgica que le permita al docente abordar el estudio de
temas de caracter cientifico teniendo en cuenta la evoluciéon de las teorias cientificas.

Proyectos:

Abordar el estudio de los conceptos considerando su evolucion histérica y su relacién con
la evolucién del concepto en el pensamiento del estudiante.

Anhelos:

Formar al futuro licenciado en Mateméticas y Fisica en aspectos epistemoldgicos que le
permitan generar en el aula actividades de reflexion y evaluacion de las teorias
cientificas que se estén estudiando, a la luz de diferentes corrientes epistemoldgicas.

Construccioén del escenario futuro

La calificacion de los proyectos y anhelos, de acuerdo con criterios de gobernabilidad e
impacto, permiten determinar qué planes se deben ejecutar a corto plazo y cuales a largo
plazo, lo cual posibilita visualizar las acciones hacia el futuro.

Para establecer la gobernabilidad de los proyectos y anhelos es preciso tener en cuenta
gue cuando nos referimos a gobernabilidad estamos mirando el grado en que la accion
depende de otros. De acuerdo con la siguiente calificacion:
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Tabla 3. Grados de gobernabilidad

Escala Tipo de Descripcién
Gobernabilidad

5 Gobernabilidad Si es del absoluto dominio de los actores interesados.
fuerte

3 Gobernabilidad Si se encuentra en el dominio de los actores siempre que otros
Media concurran.

1 Gobernabilidad Es indispensable que primero actlen otros para que asi los
débil interesados puedan actuar.

0 No gobernabilidad Corresponde al dominio de otro.

Fuente: Mojica, F. (1991).

En cuanto al impacto, se debe considerar como el grado en el que la accion genera
cambios. Para esto se tienen en cuenta los siguientes criterios:

Tabla 4. Grados de impacto

Escala Tipo de Descripcién
Gobernabilidad

5 Impacto fuerte Si afecta significativamente el sistema.

3 Impacto medio Si afecta el sistema, pero si simultaneamente ocurren otras
acciones.

1 Impacto débil Si afecta el sistema, pero si primero ocurren otras acciones.

0 No impacto Eventualmente sera omitible por el impacto de acciones
previas.

Fuente: Moijica, F. (1991).

Diagrama 2. Mapa estratégico

IMPACTO
Acciones a corto plazo Acciones a mediano plazo
Tipo A
A. B. C.D.E F.
G. H ILJ K L
GOBERNABILIDAD
Acciones a corto plazo Acciones a largo plazo
Tipo B
L[ | [\
V. VL. VI

Fuente: elaboracion propia.
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Acciones a corto plazo tipo A: a este grupo corresponden las necesidades que
presentan alta gobernabilidad y alto impacto. Dichas necesidades pueden ser satisfechas
por acciones que corresponden al completo dominio de los actores interesados. En
algunas ocasiones requieren de la intervencion de otros actores, pero no de una manera
significativa. Entre ellas tenemos:

A.

La ejecucion de procesos de medicion y representacion grafica del espacio y del
tiempo, tendientes a la generalizacion en el concepto de funcion.

La conceptualizacion del espacio y del tiempo, desde el punto de vista de la
tradicion de investigacion newtoniana.

El empleo de la geometria analitica en la representacion gréfica del movimiento,
como parte del proceso de conceptualizacion de la funcion.

La realizacion de trabajos experimentales tendientes a la identificacion de
variables y relaciones entre ellas, con miras a la obtencion de leyes empiricas que
permitan elaborar modelos matematicos a partir de hechos concretos.

El disefio de actividades tendientes al estudio de la funcién que partan de
situaciones planteadas por la fisica.

El empleo de técnicas de trabajo experimental que permitan estudiar las teorias
cientificas, evaluar su progreso y valorar la importancia de los modelos
matematicos que las sustentan.

La capacitacion del docente y del futuro docente en sistemas de trabajo que le
permitan identificar y contribuir en los procesos de conceptualizacion del
conocimiento matematico y cientifico.

El estudio de los diversos temas atendiendo a las caracteristicas que presentan
desde los diferentes paradigmas que se les analice.

El disefio de procesos de trabajo que integren la docencia de la matematica y la
fisica, con miras a hacer mas efectivo el proceso de conceptualizacion de los
aspectos abordados en estas dos areas del conocimiento.

La formacion profunda del licenciado en Matematicas y Fisica, en cada una de
estas disciplinas.

La capacitacion del docente y futuro docente en aspectos de caracter
epistemoldgico relacionados con el area del saber que esté transmitiendo.

La integracién del trabajo docente con otras disciplinas que le permitan ejecutar
acciones efectivas en el campo investigativo.
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Acciones a largo plazo: en este grupo se encuentran las potencialidades, provenientes
del planteamiento de los anhelos. Se han identificado las siguientes:

VI.

VILI.

El empleo de diversos sistemas de coordenadas para la representacion grafica.

El empleo adecuado de la matematica al resolver problemas provenientes de la
fisica y otras areas de las ciencias naturales.

El estudio de la funcién a partir de hechos concretos de otras areas del
conocimiento.

El empleo por parte de los docentes de técnicas de trabajo que incluyan
metodologias cientificas.

La generacién de documentos por parte de los docentes en los cuales se
muestren las experiencias en torno a la ensefianza de una matemética y fisica
integrada.

La elaboracion de ensayos de caracter epistemolégico procedentes de la accion
docente en la matemaética y la fisica.

La conformacion de grupos de investigacion en docencia de la matematica y la
fisica.
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