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RESUMEN DEL CONTENIDO EN ESPANOL E INGLES

(Maximo 250 palabras — 1530 caracteres, aplica para resumen en espafol):

Se establece un método por diferencias divididas, con el fin, de hallar soluciones
aproximadas de un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias con valor inicial

Para aproximar ecuaciones diferenciales numeéricas ordinarias no lineales se aplican
métodos como Euler o Runge kutta, series de Taylor y serie de Taylor en varias variables,
entre otros. Aqui se establece un método con el fin, de hallar soluciones aproximadas de un
problema de valor inicial a partir del método” de Euler, series de Taylor de varias variables, y
diferencias divididas; esto se estudia por la simplicidad de la formulacién, puesto que se
obtiene por derivacién” numérica y la estimacion del error es facil de hacer.

En este trabajo primero se deducen dos métodos para una variable y se cémo se puede
hallar el error; después de deduce en varias variables R~ y se muestran los diagramas de
fase de los sistemas.

Luego los métodos A y B se implementaron en Octave, y se pueden ejecutar en Matlab, se
aplicaron a diferentes sistemas dinamicos primero a uno lineal, una espiral, no lineal, en este
caso los osciladores de Rossler y Lorenz. Las graficas muestran cada oscilador aproximado
por método A y B respectivamente Estos sistemas son autbnomos, si se quiere llevar a un
sistema no auténomo la deduccion del método se hace en R4

Los métodos son:

Método A

Uniz = Uns41 + ("lf:;lln—l yUnt1) — (f:;'!'n- .11".1|+]TI aE f'.r-f.'.1|+]- .Un;"))j_izl

Método B

FlTni1.Uns L:'_.r:rw-]-'n-l:+.r':1'n 11Ut i)—f(Tnii.im :If:;-i‘r.—l-.ijn—l,':) EI_;:‘__

Un+2 = Yn+1 + f:.,J'n—byn—l.,l'hr - (

A method is established for divided differences, in order to find approximate solutions to a problem of
ordinary differential equations with initial value

To approximate ordinary non-linear numerical differential equations, methods such as Euler or Runge
kutta, Taylor series and Taylor series are applied in several variables, among others. Here a method is
established, 'in order to find approximate solutions to a problem of initial value from the Euler
method', Taylor series of several variables, and divided differences; this is studied by the simplicity of
the formulation, since it is obtained by numerical derivation and the estimation of the error is easy to
do.

In this paper we first deduce two methods for a variable and know how the error can be found; after

. . 3 .
deduces in several variables R~ and the phase diagrams of the systems are shown.

Then the methods A and B were implemented in Octave, and they can be executed in Matlab, they
were applied to different dynamic systems first to a linear one, a spiral, non-linear, in this case the
oscillators of Rossler and Lorenz. The graphs show each oscillator approximated by method A and B
respectively. These systems are autonomous, if you want to carry a non-autonomous system the

deduction of the method is done in R .
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The methods are:
Method A

Uniyz = Uns1 + ("l.f:;'!'n—l s¥nt1) — (f:;'!'n' .!;".1|+]wjI T fl.r-f-'.1|+]- HHJ'))%"

Method B

¢ \ (Fni1Unti)—f(Tntni1) | FlZnsitngs)—FiTniitn) o/ R
Unia :yn—L+fl,1'n—l~yn_1,lfir— (}' TnidUnti)—f(Tn.Unit +_r1-n|. Yni1)—f(Tn Iy"'lfl,-i‘r.—l-.U.-.—l,l)—._,‘“

‘ AUTORIZACION DE PUBLICACION

Por medio del presente escrito autorizo (Autorizamos) a la Universidad de
Cundinamarca para que, en desarrollo de la presente licencia de uso parcial, pueda
ejercer sobre mi (nuestra) obra las atribuciones que se indican a continuacion,
teniendo en cuenta que, en cualquier caso, la finalidad perseguida sera facilitar,
difundir y promover el aprendizaje, la ensefianza y la investigacion.

En consecuencia, las atribuciones de usos temporales y parciales que por virtud de
la presente licencia se autoriza a la Universidad de Cundinamarca, a los usuarios de
la Biblioteca de la Universidad; asi como a los usuarios de las redes, bases de datos
y demas sitios web con los que la Universidad tenga perfeccionado una alianza,
son:

Marque con una “X”:

AUTORIZO (AUTORIZAMOS)

1. Lareproduccion por cualquier formato conocido o por conocer. X
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2. La comunicacion publica por cualquier procedimiento o medio
fisico o electrénico, asi como su puesta a disposiciébn en | x
Internet.

3. La inclusién en bases de datos y en sitios web sean éstos
onerosos 0 gratuitos, existiendo con ellos previa alianza
perfeccionada con la Universidad de Cundinamarca para

. . . X
efectos de satisfacer los fines previstos. En este evento, tales
sitios y sus usuarios tendran las mismas facultades que las aqui
concedidas con las mismas limitaciones y condiciones.

4. Lainclusién en el Repositorio Institucional. X

De acuerdo con la naturaleza del uso concedido, la presente licencia parcial se
otorga a titulo gratuito por el maximo tiempo legal colombiano, con el propésito de
gue en dicho lapso mi (nuestra) obra sea explotada en las condiciones aqui
estipuladas y para los fines indicados, respetando siempre la titularidad de los
derechos patrimoniales y morales correspondientes, de acuerdo con los usos
honrados, de manera proporcional y justificada a la finalidad perseguida, sin animo
de lucro ni de comercializacion.

Para el caso de las Tesis, Trabajo de Grado o Pasantia, de manera
complementaria, garantizo(garantizamos) en mi(nuestra) calidad de estudiante(s) y
por ende autor(es) exclusivo(s), que la Tesis, Trabajo de Grado o Pasantia en
cuestion, es producto de mi(nuestra) plena autoria, de mi(nuestro) esfuerzo
personal intelectual, como consecuencia de mi(nhuestra) creacion original particular
y, por tanto, soy(somos) el(los) unico(s) titular(es) de la misma. Ademas, aseguro
(aseguramos) que no contiene citas, ni transcripciones de otras obras protegidas,
por fuera de los limites autorizados por la ley, segun los usos honrados, y en
proporcion a los fines previstos; ni tampoco contempla declaraciones difamatorias
contra terceros; respetando el derecho a la imagen, intimidad, buen nombre vy
demas derechos constitucionales. Adicionalmente, manifiesto (manifestamos) que
no se incluyeron expresiones contrarias al orden pulblico ni a las buenas
costumbres. En consecuencia, la responsabilidad directa en la elaboracion,
presentacion, investigacién y, en general, contenidos de la Tesis o Trabajo de
Grado es de mi (nuestra) competencia exclusiva, eximiendo de todal
responsabilidad a la Universidad de Cundinamarca por tales aspectos.

Sin perjuicio de los usos y atribuciones otorgadas en virtud de este documento,
continuaré (continuaremos) conservando los correspondientes derechos
patrimoniales sin modificacién o restricciéon alguna, puesto que, de acuerdo con la
legislacion colombiana aplicable, el presente es un acuerdo juridico que en ningdn
caso conlleva la enajenacion de los derechos patrimoniales derivados del régimen
del Derecho de Autor.

De conformidad con lo establecido en el articulo 30 de la Ley 23 de 1982 y el
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articulo 11 de la Decision Andina 351 de 1993, “Los derechos morales sobre el
trabajo son propiedad de los autores”, los cuales son irrenunciables,
imprescriptibles, inembargables e inalienables. En consecuencia, la Universidad de
Cundinamarca estd en la obligacion de RESPETARLOS Y HACERLOS
RESPETAR, para lo cual tomara las medidas correspondientes para garantizar su
observancia.

NOTA: (Para Tesis, Trabajo de Grado o Pasantia):

Informacidon Confidencial:

Esta Tesis, Trabajo de Grado o Pasantia, contiene informacion privilegiada,
estratégica, secreta, confidencial y demas similar, o hace parte de la
investigacion que se adelanta y cuyos resultados finales no se han
publicado. SI __ NO __x_.

En caso afirmativo expresamente indicaré (indicaremos), en carta adjunta tal
situacion con el fin de que se mantenga la restriccion de acceso.

LICENCIA DE PUBLICACION

Como titular(es) del derecho de autor, confiero(erimos) a la Universidad de
Cundinamarca una licencia no exclusiva, limitada y gratuita sobre la obra que se
integrard en el Repositorio Institucional, que se ajusta a las siguientes
caracteristicas:

a) Estara vigente a partir de la fecha de inclusion en el repositorio, por un plazo de
5 afios, que seran prorrogables indefinidamente por el tiempo que dure el derecho
patrimonial del autor. El autor podra dar por terminada la licencia solicitandolo a la
Universidad por escrito. (Para el caso de los Recursos Educativos Digitales, la
Licencia de Publicacién sera permanente).

b) Autoriza a la Universidad de Cundinamarca a publicar la obra en formato y/o
soporte digital, conociendo que, dado que se publica en Internet, por este hecho
circula con un alcance mundial.

c) Los titulares aceptan que la autorizacién se hace a titulo gratuito, por lo tanto,
renuncian a recibir beneficio alguno por la publicacion, distribucién, comunicacién
publica y cualquier otro uso que se haga en los términos de la presente licencia y,
de la licencia de uso con gque se publica.

d) El(Los) Autor(es), garantizo(amos) que el documento en cuestion, es producto
de mi(nuestra) plena autoria, de mi(nuestro) esfuerzo personal intelectual, como
consecuencia de mi (nuestra) creacion original particular y, por tanto, soy(somos)
el(los) unico(s) titular(es) de la misma. Ademds, aseguro(aseguramos) que no

Diagonal 18 No. 20-29 Fusagasuga — Cundinamarca
Teléfono (091) 8281483 Linea Gratuita 018000976000
www.ucundinamarca.edu.co E-mail: info@ucundinamarca.edu.co

NIT: 890.680.062-2

Documento controlado por el Sistema de Gestién de la Calidad
Asegurese que corresponde a la Ultima version consultando el Portal Institucional




MACROPROCESO DE APOYO CODIGO: AAAr113
PROCESO GESTION APOYO ACADEMICO VERSION: 3
DESCRIPCION, AUTORIZACION Y LICENCIA DEL | VIGENCIA: 2017-11-16
REPOSITORIO INSTITUCIONAL PAGINA: 7 de 8

contiene citas, ni transcripciones de otras obras protegidas, por fuera de los limites
autorizados por la ley, segun los usos honrados, y en proporcion a los fines
previstos; ni tampoco contempla declaraciones difamatorias contra terceros;
respetando el derecho a la imagen, intimidad, buen nombre y demas derechos
constitucionales. Adicionalmente, manifiesto (manifestamos) que no se incluyeron
expresiones contrarias al orden publico ni a las buenas costumbres. En
consecuencia, la responsabilidad directa en la elaboraciéon, presentacion,
investigacion y, en general, contenidos es de mi (nuestro) competencia exclusiva,
eximiendo de toda responsabilidad a la Universidad de Cundinamarca por tales
aspectos.

e) En todo caso la Universidad de Cundinamarca se compromete a indicar siempre
la autoria incluyendo el nombre del autor y la fecha de publicacion.

f) Los titulares autorizan a la Universidad para incluir la obra en los indices vy,
buscadores que estimen necesarios para promover su difusion.

g) Los titulares aceptan que la Universidad de Cundinamarca pueda convertir el
documento a cualquier medio o formato para propdsitos de preservacion digital.

h) Los titulares autorizan que la obra sea puesta a disposicion del publico en los
términos autorizados en los literales anteriores bajo los limites definidos por la
universidad en el “Manual del Repositorio Institucional AAAM003”

i) Para el caso de los Recursos Educativos Digitales producidos por la Oficina de
Educacion Virtual, sus contenidos de publicacién se rigen bajo la Licencia Creative
Commons: Atribucion- No comercial- Compartir Igual.

(@0l

j) Para el caso de los Articulos Cientificos y Revistas, sus contenidos se rigen bajo
la Licencia Creative Commons Atribucion- No comercial- Sin derivar.

[@oSle)

Si el documento se basa en un trabajo que ha sido patrocinado o apoyado por una
entidad, con excepcion de Universidad de Cundinamarca, los autores garantizan
gue se ha cumplido con los derechos y obligaciones requeridos por el respectivo
contrato o acuerdo.

La obra que se integrara en el Repositorio Institucional, esta en el(los) siguiente(s)
archivo(s).
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En constancia de lo anterior, Firmo (amos) el presente documento:
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INTRODUCCION

En anélisis numérico se aplican métodos como, Euler, Runge kutta, series de Taylor y serie
de Taylor de varias variables, entre otros, ofreciendo un aporte significativo en las matematicas.
En términos generales nos centraremos en el estudio de varios métodos numéricos, para aproximar
un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Por otro lado se establece un método
nuevo, con el fin, de hallar soluciones aproximadas de un problema de valor inicial apartir del
método de Euler, series de Taylor y series de Taylor de varias variables, por esa razén se estudia
por su simplicidad en la derivacién de la formula y de la determinacién del error. Ademads se hace
una comparacion entre los métodos de Euler y series de Taylor de varias variables, teniendo en
cuenta que no todos los métodos son sencillos de desarrollar.

El trabajo consta de cinco capitulos; en el primero se dan las nociones basicas, conceptos
necesarios para desarrollar el metodo; en el segundo se procede a plantear las condiciones iniciales
que se dan en el metodo, y de este modo demostrar la aproximacion del metodo que garantize un
error mas pequeno; en el tercer capitulo se plantea un sistemas de ecuaciones en dos variables, con
el fin de analizar la convergencia de dicho proceso; en el cuarto capitulo se plantea varios sistemas
dinamicos lineales y no lineales, los cuales se van estudiar para analizar su convergencia y poder
comparar, el cual se va modelar en un software libre llamado Octave y para finalizar se concluye
lo analizado, a partir del modelo.



Objetivos

Objetivo General

Hallar una estimativa para un error de un método numérico para ecuaciones diferenciales ordi-
narias, sugerido

Objetvos Especificos
= Analizar los métodos de Euler y runge kutta.
= Desarrollar varios métodos numéricos a partir de la serie de Taylor.

= Aplicar los métodos encontrados a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales y
no lienales autonomas.



Capitulo 1

Preliminares

El presente capitulo tiene por finalidad, introducir los conceptos que seran necesarios para de-
sarrollar el metodo de Euler, series de Taylor y series de Taylor de varias variables.

1.1. Series de Taylor

El teorema final en esta revision del calculo se describe los polinomios de Taylor. Estos poli-
nomios se utilizan ampliamente en andlisis numérico. [2]

Supongamos que f € C"[a,b], existe que f**1) en [a,b], y 2o € [a,b]. Para cada = € [a,b],
Existe un nimero e(z) entre z¢ y x con

Donde
"z0)(z — 20)? ™) (z
Po(z) = f(zo) + f'(zo)(x — 20) + % + o+ fT(')(x —z)" (1.2)

() (g
) =S LW gy (13)
n=0 :

n

Luego el residuo

_ S

mror @)™ (1.4)

Rn(x)
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1.2. Series de Taylor de varias variables

Supongamos que f(z,y) y todas sus derivadas parciales de orden inferior o igual a n + 1 son
continua en D = [(z,y) :a <z < b,c <y <d],ydejar (xg,y0) < D. Por cada (x,y) € D, existe €
entre x y xg y entre y y yo con:

f(tvy) :Pn(x7y)+Rn(x,y)a (15)
Donde,

Pa(.9) = Han, o) + | (@ = a0) 3L oo, ) + (3 = 30) I o o) +

+ i'zn: " (x—xo)nfj(y—yO)j%(xo’yO)
[n. (J) Oen =10y

=0

Luego con el margen de error,

1 n+1 n+1 . . an-‘,—lf
Ry (2,y) = M;( j )(33—330) i J(y—yo)Jm(faM) (1.6)

La funcién P, (z,y) se llama el polinomio de Taylor enésimo en dos variables para la funcién f
sobre (z0,%0) ,¥ Rn(z,y) es el término que resta asociado con P, (x,y).[3]

1.3. Metodo de Euler

Es la aproximacién elemental para resolver problemas de valor inicial de. A pesar de que rara
vez se utiliza en la practica, la simplicidad de su derivacién puede ser utilizada para ilustrar las
técnicas involucradas en la construccién de algunos de las mas avanzadas técnicas.

El objetivo del método de Euler es obtener aproximaciones al valor inicial bien planteado:

yl = f(x,y),y(xo) = Yo (17)

Interpretando la E.D.O y' = f(z,y) Como un campo de direcciones en el plano x —y y la condicién
inicial y(zp) = yo como un punto (xg,yo) de dicho plano, podemos aproximar la funcién solucién
y(x) por medio de la recta tangente a la misma que pasa por ese punto:

y(w) = yo + f(Z0,y0)(x — o) + Rn(w), (1.8)

Para seguir estudiando un poco més en la aplicacion del metodo, lo encontramos acontinuacion [3].
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Estimacion de los errores

En este trabajo se va a revisar como converge este método:
y(z) = yo + f(20, yo)(x — o)

f(@o,90) — fl@o — hoyo)(@o, y0) | f(@o,40) — fwo,y0 — ) f (0, y0) \ (@ — 20)?
+ ha + I, 2

Que se desarrolla con series de Taylor y series de Taylor de varias variables.

Las convergencia de este método esta garantizado por el teorema de existencia de unicidad de
ecuaciones diferenciales.[4]

Aqui se mostraran las condiciones que se plantean, para poder demostrar paso a paso el méto-
do, que nos garantiza la convergencia bajo determinadas condiciones.

2.1. Teorema de Existecia de Unicidad

Sean las funciones y y (0f)/(0y) continuas en algun rectangulo o < z < 3, ¢ < y < § que
contiene el punto (z,,y,) entonces en algun intevalo z, — h < z < x, + h contenido en o < = < [3,
existe una solucién unica y = ¢(z) del problema con valor inicial; y = f(z.y);y(zo) = yo ; €l cual
se toma del libro Boyce Diprima.[4]

2.2. Estimativa para el error de Euler

Vamos a calcular el error para Euler, series de Taylor en varias variables, con el cual se va
estimar los errores de cada metodo. Dada la ecuacién diferencial
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Yyl = f(mvy)

Yy (z0) = Yo

se va calcular el error del método Euler, teniendo encuenta la condicién dada en la ecuacién
diferencial.

DESARROLLO DEL METODO

luego de haber propuesto la ecuacion inicial, se coje el método y se le agrega los errores a cada
variable, donde h, = 1 — 29 y hy = y1 — yo. Luego se halla el método de forma finita utilizando
el método de Euler y series de Taylor.

Un punto P = (zg,y) de dicho plano (P € (z,y)). Se aproxima la funcién solucién y(z) por
medio de la serie de Taylor en P:

y(x) = yo + ¥ (w0)(x — 20) + Ra2(z — x0) = yo + f(z0,y0)(z — x0) + Ra(x — x0), (2.1)

donde R, (h) = o(h™), para mejorar la aproximacion se toman mas terminos de la serie, para este
caso hasta el segundo termino, (recordar que v = fu(z,y) + fy(z,v)y' (x))

(x — x0)

2
) = w0+ Feo, )= 20) + (Foleossn) + Fyloos o)y (an) ) T 4 Rafo =) (22)

en este caso

(v — )3
3!

_ MQ(GI’%)M

T (23)

Rafe = 20) = (Foa 4 26 4 S+ 1eFy + 21 ) ns)
donde (e, €y) € (20, x) X (Yo, y),donde este es el error de la serie de Taylor en varias variables y se
aplica la ecuacién diferencial inicial para dejarlo solo en terminos de f(x,y), si esta funcién tiene
segunda derivada continua Rz queda acotado y por tanto se puede calcular el error del metodo.
Para las derivadas parciales se aproximan por diferencias divididas hacia atras.

f(xo,y0) — f(xo — hayYo)

fe(®0,90) = h + Ry 2(ha) (2.4)
uro,yo) = N0 = TG00 = h) 4 g (25)
Yy

De modo que los errores para cada diferencia son:

hy

hy
Ra:,2(hx) = fa::r(ewyy0>7 = Mzﬂ?
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h h
Ry (hy) = fyy(xOva)jy = yﬂjy

donde otra vez se obtiene (e, €,) € (xog — hy, o) X (Yo — hy,Yo), los cuales se hallan gracias al
teorema de Taylor, luego se reemplazan ( 2.4) y ( 2.5) en ( 2.2)

y(z) = yo + f(2o,y0)(x — o) + (f(x()’y()) — i(ﬂfo = o) +
o) = JG00 =) 1, ) ) 2200 R — ) (2.6
entonce, Ri(x — xzg) = (Rw,g(hx) + fRyyg(hy)) W + R3(x —x) =
_ 2 _ 3
(Feolear 3+ £t ) ) S50 4 2y B (27)

donde Ms es el dado en( 2.3), al hacer esta primera aproximacién se encuentra que R; se puede
calcular, de la ecuacién ( 2.6), la cual genera dos metodos; el primero es tomando de;

hy =Yn+1 — Yn = y/(xn)(xn+1 - xn) + R(hm) = f(xnvyn)(anrl - xn) + R(hz) (28)

hy = Tpi1 — Xp (2.9)

donde
2

R(he) = (fa + ) (er ) o2 (210)

tomando a © = x9 = x1 + hy = o + 2h, y con la notacién y(x,) = y,, reemplazando ( 2.8)
(2.9) y cambiando xg por x en la serie ( 2.6)

(z2 — 1)

y(z2) = y1+f(x17y1)(x2_x1)+(f(xlayl)_f(xl_hm y1)+f(:r1,yl)—f(:rl,yl—hy)> 5

+Ria(z2—21)

y(x2) = y1 + f(x1,y1)ha + <f(171; y1) — f(xo,y1) + f(z1,91) — f(lfl,yo)> %x + Ria(hy)

luego simplificando

y(z2) = y1 +2f (@1, y1)ha — <f(170, Y1) + f($17y0)> % + Rya(hy)

se tiene que el (método A) queda de la forma;
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ha
Ynt2 = Ynt+1 + <4f(93n+17 yn+1) - <f(33n7 yn-‘rl) =+ f(xn-‘rla yn)) > 7 (2'11)
y el error es
_ hgR(he)Ayf
R = 507+ mngyy )

donde A, f = f(z1,91) — f(z1,%0), Rt es el que esta dado en ( 2.7) y R es el dado en ( 2.10).
Se evidencia que el método tiene un error grande, este depende de f, fz, fy, fzzs fzy> fyus h3
tiene 4 partes y se acumula mas con cada interacién, luego el metodo es facil de implementar
pero el error no se deja manejar facilmente ademas que es grande, tambien se observa que si
[2(fhy + R)| < |hyRA, f| el método explota. La otra opcion es dejar el método por diferencias
(2.6) (metodo B)

Ynt2 = Ynt1 + f(Tni1, Yni1)hat

(f($71,+1a yn+1) - f(xn7y71,+1) 4 f(xn+1a yn+1) - f(xn+17yn)f
> Iy

h2
($7L+1vyn+1)> - (2'12)

2

el error de este método es el que esta dado en Ry( 2.7), la implementacién es mas dificil que la
del (metodo A) y su error es menor (comparando método A y B) aunque se sigue acumulando en
cada iteracion.

Las convergencias de estos métodos hacia la soluciéon de la e.d. estan garantizadas por el teo-
rema de existencia de unicidad de ecuaciones diferenciales. Para que el método numerico converja
la particion tiene que ser pequena, porque cada sustitucion que se hace se acumula un error; y; se
obtiene aplicando método de Euler. La estabilidad para el "método B.°" este caso depende de que
la funcién y todas las derivadas hasta segundo orden esten acotadas, para el "método A”puede
explotar si se toma mal h, (por la restriccién |fh, + R| < |h, RA, f]) .

2.3. Demostracién para obtener el método final

Acontinuacién mostraremos como obtenemos la parte final del metodo, apartir de series de
Taylor.

En primera instancia vamos hallar la derivada para X y Y mas un errror, el cual llamaremos
Ry, luego para hallar los errores se saca las segunda derivada respectivamente para Ri,Rs v Rs,
despues de hacer esto se suman todos los errores y nos da R el error del método, la cual se muestra
acontinuacién.

yv= f(z1,y1) + fa(@1,y1)ha + fy(z1,91)hy + Ry (2.13)
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luego se aplica Series de Taylor y se obtiene,

V= flzr, 1) + f(mlayl)_f($07y1):| hy + [f(3017y1)—f($1,yo)

2.14

Los errores que se obtiene son los siguientes:

1
Ry = [fmx(Gl, 62)}1325 + way(q, 62)hxhy + fyy((El, 62)h§] 5 (2.15)
f1 1 (xl,e)
R3 = ‘“Thj (2.17)
donde;
R = Ry + Rs + R3, los cuales se suman todos y se obtiene el error del metodo;

1 rxr b €
R = [fualer.ea)h? + 2fu(er,c)iahy + fy (e ea)nd] & + L8y Ty g 4

ahora de realiza las operaciones respectivas y se reemplaza en el método obtenido,
Y= flz,y) + [f(@,m1) = fle,v1) — f@o, )] + [F(2, 0 — fle,p0)] + R (2.19)

luego de hacer todos los calculos se saca las tres partes del método, y el error de Euler.

ERROR DE EULER

Primero vamos a encontrar el error de Euler, para asi mismo ver que tanto converge dicho
método, teniendo encuenta que 54 + R = f(x0,%0), con su correspondiente error;

R3 = fl’(elvyo)hx + fy(x()v 52)hy (220)
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donde,
hey =21 — 2oyhy = Y1 — Yo (2.21)

luego de hacer las cuentas respectivas se obtiene el error de Euler para el método propuesto

wh;yl—i—R:;=3f($1,y1)—f(xl,yo)—f(xo,yl)—l—R (2.22)

yo = [3f(x1,91) — f(21,%0) — f(x0,y1)] ha + [R — R3] by + 111 (2.23)

la cual R4 = [R — R3] h, y se reemplaza en el método y por ultimo se obtiene el método;

Yn+2 = Yn+1 + [3f($n+17 yn+1) - f(xn+17 yn) - f(ffn, yn+1)} h+ Ry (2'24)

y ahora se realizara un ejemplo aplicando el método.

Ejemplo
y' = x + y, se toma como condicién inicial
y(0) =1
y(2) =7 y la particién es: h = 2
Tn Yn
xI1 2 % Y1
- 1 91
2 Y2
8 30899
z3 g 65225 Y3
z, ° 3168592027 Y
5 1012808 H0u5o...
Zs 15126562500.. 5

El primer termino lo hallamos con el método de Euler, teniendo en cuenta la siguiente aclaracién
que h tiene un intervalo de 0 a 2

h =0,2]
y1 = yo + hf(xo,yo), método de Euler
y1 =1+ %(O +1)= g, Euler aplicando las respectivas operaciones.

luego aplicamos el método propuesto:

Y2 = [3f(z1,91) — f(z1,90) — f(@o,y1)| h + 11
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ys = [3f(w2,y2) — f(x2, 1) — f(x1,92)| h + 2
ya = [3f(w3,y3) — f(23,92) — f(22,93)| h +ys3
ys = [3f (24, y4) — f(2a,y3) — f(23,¥2)| b+ ya

ahora se reemplaza en cada de ellos, para cada particién:
=BG+ -G+D-0+7]5+1

—9
Y2 = F

—_

=BG+ -G+ -G+F]s+%

_ 39999
Y3 = T625
_fa(6 4 39999y _ (6 , 91\ _ (4 , 39999\] 2 , 39999
y4*[3(5+ 65 ) — (3 +5)—(5+ %5 )}5+ 625
__ 3168522027
Y4 = 7388750
_ [a/8 , 3168522027\ _ (8 , 39999\ _ (6 , 3168522027\] 2 , 3168522027
y5—[3(5+ assr0 ) — (5 + %635 ) — (3 1 “3ss730 )]5"' 388750
_ 1012896389452...
Y5 = T15126562500..

En conclusion se tiene que todos los métodos se parecen, pero el segundo se aproxima mas, aun
asi teniendo un gran error.



Capitulo 3

Método en varias variables

En este capitulo se aplicaran los resultados analizados anteriormente a un modelo en varias
variables, que se disené en Octave, un programa considerado el equivalente libre de MATLAB.
Entre varias caracteristicas que comparten, se puede destacar que ambos ofrecen un intérprete,
permitiendo ejecutar érdenes en modo interactivo. Sino que estd orientado al andlisis numérico,
este se analiza como un proceso y se evalia su convergencia dadas las condiciones para que tenga
un buen funcionamiento; se acota un sistema que se plante6 en el trabajo anterior, dando un re-
sultado especifico.

3.1. Proceso para obtener el método en varias variables

Se tomara la siguiente ecuacién diferencial de varias variables de la forma 2’ = f(z), con x
una funcién parametrica se tiene, encuenta que f se va desarrollar con series de Taylor en varias

variables y se obtiene que;
Tpp1 = Tn + f(zn)h + R (3.1)

=2 + f(zn)h + Df(zn)h® + R; (3.2)

se aplica series de Taylor;

Or1fi Oz fi Oxify
=z, + f(wn)h+ | Ovafo Oxafo Oxafo | W2+ R (3.3)
Oxsfs Oxzfs Oxsfs

10
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luego, la solucién de una ecuacién diferencial en varias variables, es una funcién de la forma
x=x(t),y =y(t), z = z(t), es decir, una curva parametrizada.

[ a'(t) Jr(x(t),y(t), (1))
y't) | = | faa(t),y(t),y(t))
L (1) fa(z(t), y(t), 2(t))
junto con la condicién inicial de
[ z(0)
vo | = | y(0)
| 20 z(0)
reescribiendo lo anterior utilizando la notacién X,, = (zp,Yn,2n)' vy F = (f1, fo, f3)! con

hy = tn41 — t, la e.d. toma la forma
(3.4)

X'(t) = F(X(t))
X(to) = Xo

Operando de forma similar como se obtuvo método A se aplica ( 2.11) en

h
Xni2=Xpp1 + 5(5F(Xn+1) - F(xnv Yni1, Zn+1) - F(‘rnJrlv Yn, Zn+1) - F(anrla Yn+1, Zn)) (3~5)

Este método aunque es facil de implementar y corregir, es mucho mas inestable en las particiones
que se deben tomar y tiene mucho error en su convergencia. El segundo método se obtiene por
diferencias de forma similar al método B aplicando

Xnt2 = Xnp1 + b F(Xpg1)+

h2 F Xn 7F nyIn N
t(< (Xn+1) = F(@n, Ynt1, 2 '+1)>f1(Xn+1)+
2 Tn+1 — Tn

F(X, — F(Tpt1,Yns 2n
+( (Xns1) (@nt1,y +1))f2(Xn+1)+
Yn+1 — Yn

F(X, — F(Zni1,Ynt1, 2n
+( (Kov1) (@n 1, Yntt ))f3(Xn+1)>
Zn+1 — Zn

_|_

el error de este método es similar al error de una variable

2
Rt73(1‘ — 1‘0) = <f1F11(h1) + f2Fyy(hy) + ngzz(hz)> % + R3(l‘ — xo)

Este método es mas estable y mantiene mas la forma, tiene un poco menos error que el método-
A, mostrado anteriormente y es un poco mas dificil de programar, aunque cada vez que se incre-
mente la dimensién se aumenta el error.
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Error para el "Método-A”
hyRi(hy)ALF hyRa(hy)AyF h.Ry(h,)ALF

2hefs + Ralh)) | 2byfo+ Ralh)) * 2o+ Ra(hy) T )
con
hZ
Ri(hg,) = tfi(ez,ﬁmez)%

(x1,22,23) = (x,y, 2), es el error en cada variable, otra vez este método es inestable si |2(fihs, +
R))| < |hy, RA;, filpara cada i, Ry 3 es el error de Taylor; cada vez que se aumente la dimensién,
se aumenta el error.

hi

Ri3= ((D*F - F)F + DF(DF - F))(es, €y, ez)y

3.2. Explicacién final del método en varias variables
Se debe tener encuenta que una ecuacién diferencial de varias variables de la forma = = z(¢),

y = y(t), es decir, una curva parametrizaday f; : Rx R — Ry fo : RX R — R con derivada
continua, con el cual se arma la ecuacién diferencial

[ a'(t) Si(z(t), (1))
y't) | = | f2(z(t),y(t))
| Z'(t fa(z(t), y(t))
junto con la condicién inicial de
[z x(0)
yo | =1 y(0)
L ?0 z(0)

este problema se va aproximar por diferencias divididas simplificando la notacién, se va tomar;

r /
x fl (l’, Y, Z)
y | = | fo(zy2) | = F(z,y,2) (ed-1)
L f3 (J?, Y, Z)
En la cual se toma la ecuacién diferencial (ed-1), y se obtiene;
[ To I(to)
Yo | = | ylto)
20 Z(to)
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para simplificar y usando notacién vectorial X = (z,y, 2)?, teniendo en cuenta las condiciones
dadas;

X' =F(z)
XO = X(to)

para hacer la aproximacién se va hacer la serie de taylor en varias variables de f(z,y, z) alrede-
dor de (x 20)t es decir la funcién se puede escribir de la forma;
05,905 <0 3

F(x,y,z) = F($0790,20)+
(0. F (20, Y0, 20)7" + 0y F (20, Y0, 20)y + 9:F (20, Y0, 20)2") + R(h?) (d) (3.6)

la aproximacién de la solucién de la ecuacién diferencial por serie de taylor es;

X(t)=Xo+ X'(to) (t —to) + X”(to)@ + R(h?) (3.7)

reemplazando en la ecuacion diferencial

(t—t9)?

X(t) = Xo+ F(X(to)) (t —to) + D.F(X(to)) X' (to) 5

+ R(h?) (3.8)

ahora lo que se obtiene anteriormente lo llamaremos (serie) y aplicamos serie de taylor, se
obtiene la ecuacidn;

D, F(X(to))X'(to)(t — to) = D F(X(t0))(X — Xo) + R=F(X(t1)) — F(X(to)) + R(h) (3.9)

se deriva y se reemplaza en la (serie) con X (t1) = X7 y X(t2) = Xo

X(t) = Xo + F(X(to)) (t — to) + (F(X1)) — F(Xo)) +R(h?) (3.10)

(t —to)
2

reemplazando en cada una de las condiciones, t = to = t1 + h =ty + 2h, se tiene que;

Xy = Xo + F(X0)2h + (F (X)) — F(Xo)) h+ R(h?) (3.11)
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con la ecuacién anterior se obtiene el (metodo 1) y la formula se puede aproximar de varias formas,
por ejemplo;

D, F(X(to))X'(to)(t1 — to) = DaF(X(t0))(X — Xo) + R(h)
= 0, F(z0,Y0) (71 — x0) + Oy F'(z0,90) (y1 — yo) + R(h) (3.12)

ahora aplicando diferencias divididas para poder obtener la serie;

F - F
8, F (20, y0) = (@1,91) = Pl@o,y) | p (h?) (3.13)
1 — X9
, ¥ para
F(zq, — F(xq,
Ay F(x0,v0) = (#1,91) = Flwr, yo) + Ry (h?) (3.14)

Y1 — Yo

la ecuacion queda de la forma;

Fzi,y1) — F(xo’%)(xl—xo)—i-F(ml’yl) — F(z1,y0)
T — Zo Y1 — Yo

D, F(X (to)) X' (to)(t1 —to) =

(y1—v0)+R(h)

= 2F($1,y1) - F(xlayO) - F(x()?yl) (315)

reemplazando en la (serie) queda de la siguiente manera,;

X(t) = Xo + F(Xo) (t = to) + (2F(x1,91) — F(x1,90)

t=to) , R(h?) (3.16)

_F($07y1)) )

teniendo en cuenta que t = t5 y sin olvidar las condiciones iniciales.

Xo = Xo + F(Xo)2h + (2F (21,y1) — F(21,50) = F(wo,y1))h + R(h?) (3.17)
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asi que el (método 2) nos permite obtener el método en 3 dimensiones, el cual funciona de la
siguiente manera;

X2 = Xo + F(X0)2h + (3F((E1,y1,21)
— F(x0,51,21) — F(x1,50, 21) = F(21, 1, 20))h + R(h?) (3.18)

y si la funcién depende claramente del parametro que se toma que en este caso es t, y asi
obtenemos el siguinete método que lo denominaremos,(metodo 3).

Xy = Xo+ F(X0)2h + (4F (z1,31, 21, t1) — F(z0,y1, 21, t1) — F (21, Y0, 71, 1)

— F(21,y1,20,t1) — F(z1,91,21,t0))h + R(h?) (3.19)

la iteracién n-esima quedaria para el caso de (método 3), que se obtuvo anteriormente.

Xpso = Xn + (F(Xp) + F(Xpi1))h (3.20)

y para el caso del (método 2) se tiene encuenta lo siguiente;

Xppo = Xp + F(X0)2h + (2F(Xnt1) — F(2ni1,yn) — F(@n, yns1))h (3.21)

Ejemplo: Para la siguiente Ecuacién diferencial

z ] [ =01z + 150y
y | | =150y — 0,1z

=[]

X1 se aproxima por Euler y se busca tener X = (0,1) con 200 iteraciones por el (método 1)
obteniendose la grafica, de otra forma su aproximacién, seria aplicando la siguiente ecuacién;

X(t) = Xo + F(X (t)) (t — to) + Do F(X (t)) X' (to) “=122 + R(h2)
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se reemplaza X'(tg)
X(t)=Xo+ F(X(to)) (t —to) + DwF(XO)F(XO)% + R(h?) (serie2)
y se aproximan las derivadas con las diferencias divididas

> — X T — xT - 2
X(t) = Xo+F(Xo) (t — to)‘*’H—F(ll’yl) I O’yl)} fi(zo,y0) + [—F( L) B l’yo)} fz(l"o,yo)} & :fo)

T1—To Y1—Yo

y se hace t = to

Xy = Xo + F(X0)2h + HM} F1(20, 0) + [M] fz(xo,yo)} 9h2

T1—To Y1—Yo

el método en general queda de la siguiente forma;

Xppo = Xn+F(Xn)2h+|:|:F(-’L'n+17yn+1)_F(fEn;yn+1):| fl(iﬂn,yn) + |:F(1'n+17yn+1)_F(1'n+1;yn)] fZ(xmyn)]

Tn4+1—Tn Yn+1—Yn

y todo el método se multiplica por 2h?, para asi poder obtener un método mas exacto. luego,
X se aproxima por el método Euler y se busca tener X = (0,1) con 200 iteraciones por el (método
1) obteniendose la grafica, que se muestra acontinuacion;

Ahora utilizando el (método 2), con 200 iteraciones, se puede obtener la siguiente grafica que
se muestra acontinuacién.

Luego se hace una comparacion con los métodos trabajados, el cual mostraremos acontinuacién;
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Figura 3.1: Caption for OLZ3WY02-1
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Figura 3.2: Caption for OLZ3WY03-1



Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo se aplicaran los resultados analizados anteriormente con ejemplos de sistemas
dinamicos lineales y no lineales, que se disenaron en Octave, es un programa libre para realizar
calculos numéricos. Este software permite ejecutar érdenes en modo interactivo, el cual nos permite
ver la convergencia de cada simulacién, utilizando el método sujerido en este trabajo.

4.1. Sistemas dinamicos

Para evaluar la teoria asociada al método de Euler y series de Taylor de varias variables, de-
sarrollado en el presente trabajo se planteo varios sistemas dinamicos, que se plantea para evaluar
el desempenio de cada error, mediante ecuaciones diferenciales lineales y no lineales , a partir de
un proceso de modelacion, en el software Octave.

Octave, como su nombre lo indica es un equivalente libre de MATLAB. Desarrollé aqui los
sistemas dinamicos el cual me permite realizar a cada sistema su propio codigo y poderlo ver en

3D.

La Espiral, muestra un sistema lineal, el cual se muestra cada una de sus graficas la cual de-
nominamos (espiral-1) y (espiral-2). Se puede expresarse también como una ecuacién polar simple.

x/

Y =+ ay;

2= —-b+ z(x — ¢);
Lorenz, es un sistema determinista, el cual mostraremos sus respectivas graficas, las denominamos
(Lorenz-1) y (Lorenz-2). Lo que significa que si se conocen los valores iniciales exactos de sus vari-
ables, en teoria, se puede determinar sus valores futuros a medida que cambian con el tiempo. Se
empieza por la eleccién de este modelo algunos valores para x, y, z, y luego hacerlo de nuevo con

19
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diferentes valores, entonces se llega rapidamente a los resultados.

a=10;,b=28,¢c=8/3;

o' =a(-x +y);
Yy =z(b-2z) -y
2 =xy — cz;

Rossler, es un sistema dinamico simples de 3 dimensiones continuas, el cual mostraremos sus
graficas respectivas, las denominamos (Rossler-1) y (Rossler-2). Las ecuaciones se derivaron origi-
nalmente para describir la cinética quimica lejos del equilibrio, x , y , z representan las cordenadas.
El término no lineal minimo es el Ultimo término de la tercera ecuacion del sistema mostrado

acontinuacion.

a=02;,b=0,2;,c=5,7;
' =—y—z
Y =+ ay;
2 =b+ z(x —¢);

4.2. Metodos utilizados

La siguiente notacién, son las condiciones iniciales para desarrollar cada método;

Xn = (xnaynyzn) (41)

El primer método que aplicamos es:

Xnto = Xp41 + hAF (Xps1) — F(@n, Ynt1: Znt1)

- F(-TnJrl»yru zn+1) - F($n+1ayn+lazn>) (42)

Este método aunque es facil de implementar y corregir, pero es mucho mas inestable en las
particiones que se deben tomar y tiene mucho error en sus convergencia.

El segundo método que se aplica es el que mostraremos acontinuacién:

Xn+2 = Xn+1 + h(F(Xn+1) + (((F(Xn+1) - F(mm Yn+1, Zn+1)))/(xn+l - xn))Fl(Xn+l)

H((F(Xnt1) = F(@nt1,Uns 2n041))/ Uns1 = 9n)) ) F2(Xng1) + (F(Xng1)
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- F($n+17 Yn+1, Zn))/(yn+1 - yn))F?’(XnH))h) (43)

Este método es mas estable y mantiene mas sus forma, pero tiene mas error que el primer
metodo mostrado anteriormente y es un poco mas dificil de programar.

4.3. Ejemplo numerico

los métodos A y B se implementaron en Octave, y se pueden ejecutar en Matlab, se aplicaron
a diferentes sistemas dinamicos primero a uno lineal, una espiral, no lineal, en este caso los os-
ciladores de Rossler y Lorenz. Las graficas muestran cada oscilador aproximado por los métodos A
y B respectivamente, estos sistemas son autonomos, si se quiere llevar a un sistema no autonomo,
la deduccién del método se hace en R*

Se aproximo el oscilador de Lorenz

8
I

—y =2
Yy = T+ ay;
2= b+ z(zx —c);

con los parametros a = 0,2;, b = 0,2;, ¢ = 5,7; y datos iniciales (xq, yo, 20) = (0,1, 1) este sistema es
caotico y, por ser no lineal, muy sensible al error del método numérico; se hicieron 200 iteraciones
para aproximar los valores (z,y,z) en t = 10 (con n = 200) primero por Euler y por los métodos
A y B, en las siguientes tablas se presentan las ultimas 5 iteraciones.

Método de Euler

n T, Yn Zn
196 11,3813 1,3427 0,0490
197 1,3117 1,4252 0,0484
198 11,2380 1,5050 0,0478
199 1,1603 1,5820 0,0471
200 1,0789 1,6558 0,0464

Método A
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] n Ty Yn Zn,

196 1,4647 -—3,3381 0,0411
197 11,6295 —3,2983 0,0424
198 11,7923 —3,2498 0,0437
199 1,9526 —3,1927 0,0452
200 2,1100 -3,1270 0,0467

Método B

] n Tn Un Zn,

196 1,3331 —2,5881 0,0412
197 1,4596 —2.,5440 0,0422
198 1,5836 —2,4930 0,0433
199 1,7049 —2.,4354 0,0444
200 1,8231 -—2,3712 0,0456

Acontinuacion se mostraran las graficas obtenidas:
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Figura 4.1: Espiral-1
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Figura 4.2: Espiral-2
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Figura 4.3: Lorenz-1
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Figura 4.4: Lorenz-2
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Figura 4.5: Roosler-1
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Figura 4.6: Roosler-2



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo, se recopilo métodos para poder asi aplicar los diferentes sistemas dinamicos
lineales y no lienales y de este modo aplicar el método propuesto en este trabajo.

5.1. Conclusiones

= Kl primer metodo aunque tiene menos operaciones, ahi el error es mas grande, por lo tanto
el problema es en la particion que se debe tomar n muy grande.

= Con los dos metodos se obtienen resultados parecidos, aunque en el primero acumula un error
mas grande que en el segundo.

= Si el sistema es caotico y el método esta mal estructurado no va a converger.

29
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