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RESUMEN DEL CONTENIDO EN ESPAÑOL E INGLÉS 

(Máximo 250 palabras – 1530 caracteres, aplica para resumen en español): 
 

Se establece un método por diferencias divididas, con el fin, de hallar soluciones 
aproximadas de un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias con valor inicial 
Para aproximar ecuaciones diferenciales numéricas ordinarias no lineales se aplican 

métodos como Euler o Runge kutta, series de Taylor y serie de Taylor en varias variables, 

entre otros. Aquí se establece un método con el fin, de hallar soluciones aproximadas de un 

problema de valor inicial a partir del método´ de Euler, series de Taylor de varias variables, y 
diferencias divididas; esto se estudia por la simplicidad de la formulación, puesto que se 

obtiene por derivación´ numérica y la estimación del error es fácil de hacer.  
En este trabajo primero se deducen dos métodos para una variable y se cómo se puede 

hallar el error; después de deduce en varias variables R
3
 y se muestran los diagramas de 

fase de los sistemas. 
 
Luego los  métodos A y B se implementaron en Octave, y se pueden ejecutar en Matlab, se 
aplicaron a diferentes sistemas dinámicos primero a uno lineal, una espiral, no lineal, en este 
caso los osciladores de Rossler y Lorenz. Las gráficas muestran cada oscilador aproximado 
por método A y B respectivamente Estos sistemas son autónomos, si se quiere llevar a un 

sistema no autónomo la deducción del método se hace en R
4 

Los métodos son:  
Método A 

 
Método B 
 

A method is established for divided differences, in order to find approximate solutions to a problem of 

ordinary differential equations with initial value 

 To approximate ordinary non-linear numerical differential equations, methods such as Euler or Runge 
kutta, Taylor series and Taylor series are applied in several variables, among others. Here a method is 

established, 'in order to find approximate solutions to a problem of initial value from the Euler 

method', Taylor series of several variables, and divided differences; this is studied by the simplicity of 

the formulation, since it is obtained by numerical derivation and the estimation of the error is easy to 

do. 

In this paper we first deduce two methods for a variable and know how the error can be found; after 

deduces in several variables R
3

 and the phase diagrams of the systems are shown. 

 
Then the methods A and B were implemented in Octave, and they can be executed in Matlab, they 
were applied to different dynamic systems first to a linear one, a spiral, non-linear, in this case the 

oscillators of Rossler and Lorenz. The graphs show each oscillator approximated by method A and B 

respectively. These systems are autonomous, if you want to carry a non-autonomous system the 

deduction of the method is done in R
4
. 
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The methods are: 
Method A 

 
Method B 
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consecuencia de mi (nuestra) creación original particular y, por tanto, soy(somos) 
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INTRODUCCIÓN

En análisis numérico se aplican métodos como, Euler, Runge kutta, series de Taylor y serie
de Taylor de varias variables, entre otros, ofreciendo un aporte significativo en las matemáticas.
En términos generales nos centraremos en el estudio de varios métodos numéricos, para aproximar
un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Por otro lado se establece un método
nuevo, con el fin, de hallar soluciones aproximadas de un problema de valor inicial apartir del
método de Euler, series de Taylor y series de Taylor de varias variables, por esa razón se estudia
por su simplicidad en la derivación de la fórmula y de la determinación del error. Además se hace
una comparación entre los métodos de Euler y series de Taylor de varias variables, teniendo en
cuenta que no todos los métodos son sencillos de desarrollar.

El trabajo consta de cinco capitulos; en el primero se dan las nociones basicas, conceptos
necesarios para desarrollar el metodo; en el segundo se procede a plantear las condiciones iniciales
que se dan en el metodo, y de este modo demostrar la aproximacion del metodo que garantize un
error mas pequeño; en el tercer capitulo se plantea un sistemas de ecuaciones en dos variables, con
el fin de analizar la convergencia de dicho proceso; en el cuarto capitulo se plantea varios sistemas
dinamicos lineales y no lineales, los cuales se van estudiar para analizar su convergencia y poder
comparar, el cual se va modelar en un software libre llamado Octave y para finalizar se concluye
lo analizado, a partir del modelo.

6



Objetivos

Objetivo General

Hallar una estimativa para un error de un método numérico para ecuaciones diferenciales ordi-
narias, sugerido

Objetvos Especificos

Analizar los métodos de Euler y runge kutta.

Desarrollar varios métodos numéricos a partir de la serie de Taylor.

Aplicar los métodos encontrados a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales y
no lienales autonomas.

7



Caṕıtulo 1

Preliminares

El presente caṕıtulo tiene por finalidad, introducir los conceptos que serán necesarios para de-
sarrollar el metodo de Euler, series de Taylor y series de Taylor de varias variables.

1.1. Series de Taylor

El teorema final en esta revisión del cálculo se describe los polinomios de Taylor. Estos poli-
nomios se utilizan ampliamente en análisis numérico. [2]

Supongamos que f ∈ Cn[a, b], existe que f (n+1) en [a,b], y x0 ∈ [a, b]. Para cada x ∈ [a, b],
Existe un número ε(x) entre x0 y x con

f(x) = Pn(x) + Rn(x), (1.1)

Donde

Pn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)(x− x0)2

2!
+ ..... +

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n (1.2)

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(a)
n!

(x− a)n (1.3)

Luego el residuo

Rn(x) =
f (n+1)(ε)
(n + 1)!

(x− x0)(n+1) (1.4)

1
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1.2. Series de Taylor de varias variables

Supongamos que f(x, y) y todas sus derivadas parciales de orden inferior o igual a n + 1 son
continua en D = [(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d] , y dejar (x0, y0) ≤ D. Por cada (x, y) ∈ D, existe ε
entre x y x0 y entre y y y0 con:

f(t, y) = Pn(x, y) + Rn(x, y), (1.5)

Donde,

Pn(x, y) = f(x0, y0) +
[
(x− x0)

∂f

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂f

∂y
(x0, y0)

]
+

....

+
[

1
n!

n∑
j=0

(
n

j

)
(x− x0)n−j(y − y0)j ∂nf

∂xn−j∂yj
(x0, y0)

]
Luego con el margen de error,

Rn(x, y) =
1

(n + 1)!

n+1∑
j=0

(
n + 1

j

)
(x− x0)n+1−j(y − y0)j ∂n+1f

∂xn+1−j∂yj
(ξ, µ) (1.6)

La función Pn(x, y) se llama el polinomio de Taylor enésimo en dos variables para la función f
sobre (x0, y0) ,y Rn(x, y) es el término que resta asociado con Pn(x, y).[3]

1.3. Metodo de Euler

Es la aproximación elemental para resolver problemas de valor inicial de. A pesar de que rara
vez se utiliza en la práctica, la simplicidad de su derivación puede ser utilizada para ilustrar las
técnicas involucradas en la construcción de algunos de las más avanzadas técnicas.

El objetivo del método de Euler es obtener aproximaciones al valor inicial bien planteado:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (1.7)

Interpretando la E.D.O y′ = f(x, y) Como un campo de direcciones en el plano x−y y la condición
inicial y(x0) = y0 como un punto (x0, y0) de dicho plano, podemos aproximar la función solución
y(x) por medio de la recta tangente a la misma que pasa por ese punto:

y(x) = y0 + f(x0, y0)(x− x0) + Rn(x), (1.8)

Para seguir estudiando un poco más en la aplicacion del metodo, lo encontramos acontinuación [3].



Caṕıtulo 2

Estimacion de los errores

En este trabajo se va a revisar como converge este método:

y(x) = y0 + f(x0, y0)(x− x0)

+
(

f(x0, y0)− f(x0 − h, y0)(x0, y0)
hx

+
f(x0, y0)− f(x0, y0 − h)f(x0, y0)

hy

)
(x− x0)2

2

Que se desarrolla con series de Taylor y series de Taylor de varias variables.

Las convergencia de este método esta garantizado por el teorema de existencia de unicidad de
ecuaciones diferenciales.[4]

Aqúı se mostraran las condiciones que se plantean, para poder demostrar paso a paso el méto-
do, que nos garantiza la convergencia bajo determinadas condiciones.

2.1. Teorema de Existecia de Unicidad

Sean las funciones y y (∂f)/(∂y) continuas en algun rectangulo α < x < β , ϕ < y < δ que
contiene el punto (xo, yo) entonces en algun intevalo xo − h < x < xo + h contenido en α < x < β,
existe una solución unica y = φ(x) del problema con valor inicial; y = f(x.y); y(x0) = y0 ; el cual
se toma del libro Boyce Diprima.[4]

2.2. Estimativa para el error de Euler

Vamos a calcular el error para Euler, series de Taylor en varias variables, con el cual se va
estimar los errores de cada metodo. Dada la ecuación diferencial

3
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y′ = f (x, y)

y (x0) = y0

se va calcular el error del método Euler, teniendo encuenta la condición dada en la ecuación
diferencial.

DESARROLLO DEL METODO

luego de haber propuesto la ecuacion inicial, se coje el método y se le agrega los errores a cada
variable, donde hx = x1 − x0 y hy = y1 − y0. Luego se halla el método de forma finita utilizando
el método de Euler y series de Taylor.

Un punto P = (x0, y0) de dicho plano (P ∈ (x, y)). Se aproxima la función solución y(x) por
medio de la serie de Taylor en P :

y(x) = y0 + y′(x0)(x− x0) + R2(x− x0) = y0 + f(x0, y0)(x− x0) + R2(x− x0), (2.1)

donde Rn(h) = o(hn), para mejorar la aproximacion se toman mas terminos de la serie, para este
caso hasta el segundo termino, (recordar que y′′ = fx(x, y) + fy(x, y)y′(x))

y(x) = y0 + f(x0, y0)(x− x0) +
(

fx(x0, y0) + fy(x0, y0)y′(x0)
)

(x− x0)2

2
+ R3(x− x0) (2.2)

en este caso

R3(x− x0) =
(

fxx + 2fxyf + fyyf2 + fxfy + f2
y f

)
(εx, εy)

(x− x0)3

3!
= M2(εx, εy)

(x− x0)3

3!
(2.3)

donde (εx, εy) ∈ (x0, x)× (y0, y),donde este es el error de la serie de Taylor en varias variables y se
aplica la ecuación diferencial inicial para dejarlo solo en terminos de f(x, y), si esta función tiene
segunda derivada continua R3 queda acotado y por tanto se puede calcular el error del metodo.
Para las derivadas parciales se aproximan por diferencias divididas hacia atras.

fx(x0, y0) =
f(x0, y0)− f(x0 − hx, y0)

hx
+ Rx,2(hx) (2.4)

fy(x0, y0) =
f(x0, y0)− f(x0, y0 − hy)

hy
+ Ry,2(hy) (2.5)

De modo que los errores para cada diferencia son:

Rx,2(hx) = fxx(εx, y0)
hx

2
= Mx,2

hx

2
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Ry,2(hy) = fyy(x0, εy)
hy

2
= My,2

hy

2
donde otra vez se obtiene (εx, εy) ∈ (x0 − hx, x0)× (y0 − hy, y0), los cuales se hallan gracias al

teorema de Taylor, luego se reemplazan ( 2.4) y ( 2.5) en ( 2.2)

y(x) = y0 + f(x0, y0)(x− x0) +
(

f(x0, y0)− f(x0 − hx, y0)
hx

+

f(x0, y0)− f(x0, y0 − hy)
hy

f(x0, y0)
)

(x− x0)2

2
+ Rt(x− x0) (2.6)

entonce, Rt(x− x0) =
(

Rx,2(hx) + fRy,2(hy)
)

(x−x0)
2

2 + R3(x− x0) =

(
fxx(εx, y0)

hx

2
+ ffyy(x0, εy)

hy

2

)
(x− x0)2

2
+ M2

(x− x0)3

3!
(2.7)

donde M2 es el dado en( 2.3), al hacer esta primera aproximación se encuentra que Rt se puede
calcular, de la ecuación ( 2.6), la cual genera dos metodos; el primero es tomando de;

hy = yn+1 − yn = y′(xn)(xn+1 − xn) + R(hx) = f(xn, yn)(xn+1 − xn) + R(hx) (2.8)

y
hx = xn+1 − xn (2.9)

donde

R(hx) = (fx + fyf)(εx, εy)
h2

x

2
(2.10)

tomando a x = x2 = x1 + hx = x0 + 2hx y con la notación y(xn) = yn, reemplazando ( 2.8)
( 2.9) y cambiando x0 por x1 en la serie ( 2.6)

y(x2) = y1+f(x1, y1)(x2−x1)+
(

f(x1, y1)−f(x1−hx, y1)+f(x1, y1)−f(x1, y1−hy)
)

(x2 − x1)
2

+Rt2(x2−x1)

y(x2) = y1 + f(x1, y1)hx +
(

f(x1, y1)− f(x0, y1) + f(x1, y1)− f(x1, y0)
)

hx

2
+ Rt2(hx)

luego simplificando

y(x2) = y1 + 2f(x1, y1)hx −
(

f(x0, y1) + f(x1, y0)
)

hx

2
+ Rt2(hx)

se tiene que el (método A) queda de la forma;
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yn+2 = yn+1 +
(

4f(xn+1, yn+1)−
(

f(xn, yn+1) + f(xn+1, yn)
))

hx

2
. (2.11)

y el error es

Rt2 =
hxR(hx)∆yf

2(hxf + R(hx))
+ Rt(hx)

donde ∆yf = f(x1, y1) − f(x1, y0), Rt es el que esta dado en ( 2.7) y R es el dado en ( 2.10).
Se evidencia que el método tiene un error grande, este depende de f , fx, fy, fxx, fxy, fyy, h3

x

tiene 4 partes y se acumula mas con cada interación, luego el metodo es facil de implementar
pero el error no se deja manejar facilmente ademas que es grande, tambien se observa que si
|2(fhx + R)| < |hxR∆yf | el método explota. La otra opcion es dejar el método por diferencias
( 2.6) (metodo B)

yn+2 = yn+1 + f(xn+1, yn+1)hx+(
f(xn+1, yn+1)− f(xn, yn+1)

hx
+

f(xn+1, yn+1)− f(xn+1, yn)
hy

f(xn+1, yn+1)
)

h2
x

2
(2.12)

el error de este método es el que esta dado en Rt( 2.7), la implementación es mas dificil que la
del (metodo A) y su error es menor (comparando método A y B) aunque se sigue acumulando en
cada iteracion.

Las convergencias de estos métodos hacia la solución de la e.d. estan garantizadas por el teo-
rema de existencia de unicidad de ecuaciones diferenciales. Para que el método numerico converja
la particion tiene que ser pequeña, porque cada sustitución que se hace se acumula un error; y1 se
obtiene aplicando método de Euler. La estabilidad para el ”método B.en este caso depende de que
la función y todas las derivadas hasta segundo orden esten acotadas, para el ”método A”puede
explotar si se toma mal hx (por la restricción |fhx + R| < |hxR∆yf |) .

2.3. Demostración para obtener el método final

Acontinuación mostraremos como obtenemos la parte final del metodo, apartir de series de
Taylor.

En primera instancia vamos hallar la derivada para X y Y mas un errror, el cual llamaremos
R1, luego para hallar los errores se saca las segunda derivada respectivamente para R1,R2 y R3,
despues de hacer esto se suman todos los errores y nos da R el error del método, la cual se muestra
acontinuación.

ý = f(x1, y1) + fx(x1, y1)hx + fy(x1, y1)hy + R1 (2.13)
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luego se aplica Series de Taylor y se obtiene,

ý = f(x1, y1) +
[
f(x1, y1)− f(x0, y1)

hx

]
hx +

[
f(x1, y1)− f(x1, y0)

hy

]
hy + R2hx + R3hy (2.14)

Los errores que se obtiene son los siguientes:

R1 =
[
fxx(ε1, ε2)h2

x + 2fxy(ε1, ε2)hxhy + fyy((ε1, ε2)h2
y

] 1
2

(2.15)

R2 =
fxx(ε, y1)

2
h2

x (2.16)

R3 =
fyy(x1,ε)

2
h2

y (2.17)

donde;

R = R1 + R2 + R3, los cuales se suman todos y se obtiene el error del metodo;

R =
[
fxx(ε1, ε2)h2

x + 2fxy(ε1, ε2)hxhy + fyy((ε1, ε2)h2
y

] 1
2

+
fxx(ε, y1)

2
h2

x +
fyy(x1,ε)

2
h2

y (2.18)

ahora de realiza las operaciones respectivas y se reemplaza en el método obtenido,

ý = f(x1, y1) + [f(x1, y1)− f(x1, y1)− f(x0, y1)] + [f(x1, y1 − f(x1, y0)] + R (2.19)

luego de hacer todos los calculos se saca las tres partes del método, y el error de Euler.

ERROR DE EULER

Primero vamos a encontrar el error de Euler, para asi mismo ver que tanto converge dicho
método, teniendo encuenta que y1−y0

h + R = f(x0, y0), con su correspondiente error;

R3 = fx(ε1, y0)hx + fy(x0, ε2)hy (2.20)



Caṕıtulo 2. Estimacion de los errores 8

donde,
hx = x1 − x0yhy = y1 − y0 (2.21)

luego de hacer las cuentas respectivas se obtiene el error de Euler para el método propuesto

y2 − y1

hx
+ R3 = 3f(x1, y1)− f(x1, y0)− f(x0, y1) + R (2.22)

y2 = [3f(x1, y1)− f(x1, y0)− f(x0, y1)]hx + [R−R3]hx + y1 (2.23)

la cual R4 = [R−R3]hx y se reemplaza en el método y por ultimo se obtiene el método;

yn+2 = yn+1 + [3f(xn+1, yn+1)− f(xn+1, yn)− f(xn, yn+1)]h + R4 (2.24)

y ahora se realizara un ejemplo aplicando el método.

Ejemplo

y′ = x + y, se toma como condición inicial
y(0) = 1
y(2) =? y la partición es: h = 2

xn yn

x1
2
5

7
5 y1

x2
4
5

91
5 y2

x3
6
5

39999
625 y3

x4
8
5

3168522027
388750 y4

x5 2 1012896389452...
15126562500.. y5

El primer termino lo hallamos con el método de Euler, teniendo en cuenta la siguiente aclaración
que h tiene un intervalo de 0 a 2

h = [0, 2]

y1 = y0 + hf(x0, y0), método de Euler

y1 = 1 + 2
5 (0 + 1) = 7

5 , Euler aplicando las respectivas operaciones.

luego aplicamos el método propuesto:

y2 = [3f(x1, y1)− f(x1, y0)− f(x0, y1)]h + y1
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y3 = [3f(x2, y2)− f(x2, y1)− f(x1, y2)]h + y2

y4 = [3f(x3, y3)− f(x3, y2)− f(x2, y3)]h + y3

y5 = [3f(x4, y4)− f(x4, y3)− f(x3, y4)]h + y4

ahora se reemplaza en cada de ellos, para cada partición:

y2 =
[
3( 2

5 + 7
5 )− ( 2

5 + 1)− (0 + 7
5 )

]
2
5 + 1

y2 = 91
5

y3 =
[
3( 4

5 + 91
5 )− ( 4

5 + 7
5 )− ( 2

5 + 91
5 )

]
2
5 + 91

5

y3 = 39999
625

y4 =
[
3( 6

5 + 39999
625 )− ( 6

5 + 91
5 )− ( 4

5 + 39999
625 )

]
2
5 + 39999

625

y4 = 3168522027
388750

y5 =
[
3( 8

5 + 3168522027
388750 )− ( 8

5 + 39999
625 )− ( 6

5 + 3168522027
388750 )

]
2
5 + 3168522027

388750

y5 = 1012896389452...
15126562500..

En conclusión se tiene que todos los métodos se parecen, pero el segundo se aproxima mas, aun
asi teniendo un gran error.
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Método en varias variables

En este caṕıtulo se aplicaran los resultados analizados anteriormente a un modelo en varias
variables, que se diseñó en Octave, un programa considerado el equivalente libre de MATLAB.
Entre varias caracteŕısticas que comparten, se puede destacar que ambos ofrecen un intérprete,
permitiendo ejecutar órdenes en modo interactivo. Sino que está orientado al análisis numérico,
este se analiza como un proceso y se evalúa su convergencia dadas las condiciones para que tenga
un buen funcionamiento; se acota un sistema que se planteó en el trabajo anterior, dando un re-
sultado especifico.

3.1. Proceso para obtener el método en varias variables

Se tomara la siguiente ecuación diferencial de varias variables de la forma x′ = f(x), con x
una función parametrica se tiene, encuenta que f se va desarrollar con series de Taylor en varias
variables y se obtiene que;

xn+1 = xn + f(xn)h + R (3.1)

= xn + f(xn)h + Df(xn)h2 + R; (3.2)

se aplica series de Taylor;

= xn + f(xn)h +

 ∂x1f1 ∂x1f1 ∂x1f1

∂x2f2 ∂x2f2 ∂x2f2

∂x3f3 ∂x3f3 ∂x3f3

h2 + R (3.3)

10
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luego, la solución de una ecuación diferencial en varias variables, es una función de la forma
x = x(t), y = y(t), z = z(t), es decir, una curva parametrizada. x′(t)

y′(t)
z′(t)

 =

 f1(x(t), y(t), x(t))
f2(x(t), y(t), y(t))
f3(x(t), y(t), z(t))


junto con la condición inicial de x0

y0

z0

 =

 x(0)
y(0)
z(0)


reescribiendo lo anterior utilizando la notación Xn = (xn, yn, zn)t y F = (f1, f2, f3)t con

ht = tn+1 − tn la e.d. toma la forma
(3.4)

X ′(t) = F (X(t))

X(t0) = X0

Operando de forma similar como se obtuvo método A se aplica ( 2.11) en

Xn+2 = Xn+1 +
h

2
(5F (Xn+1)−F (xn, yn+1, zn+1)−F (xn+1, yn, zn+1)−F (xn+1, yn+1, zn)) (3.5)

Este método aunque es facil de implementar y corregir, es mucho mas inestable en las particiones
que se deben tomar y tiene mucho error en su convergencia. El segundo método se obtiene por
diferencias de forma similar al método B aplicando

Xn+2 = Xn+1 + htF (Xn+1)+

+
h2

t

2

((
F (Xn+1)− F (xn, yn+1, zn+1)

xn+1 − xn

)
f1(Xn+1)+

+
(

F (Xn+1)− F (xn+1, yn, zn+1)
yn+1 − yn

)
f2(Xn+1)+

+
(

F (Xn+1)− F (xn+1, yn+1, zn)
zn+1 − zn

)
f3(Xn+1)

)
el error de este método es similar al error de una variable

Rt,3(x− x0) =
(

f1Fxx(hx) + f2Fyy(hy) + f3Fzz(hz)
)

h2
t

2
+ R3(x− x0)

Este método es mas estable y mantiene mas la forma, tiene un poco menos error que el método-
A, mostrado anteriormente y es un poco mas dificil de programar, aunque cada vez que se incre-
mente la dimensión se aumenta el error.
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Error para el ”Método-A”

hxR1(hx)∆xF

2(hxf1 + R1(hx))
+

hyR2(hy)∆yF

2(hyf2 + R2(hx))
+

hzR1(hz)∆zF

2(hzf3 + R3(hz))
+ Rt,3(x− x0)

con

Ri(hxi) = ∂tfi(εx, εy, εz)
h2

xi

2
(x1, x2, x3) = (x, y, z), es el error en cada variable, otra vez este método es inestable si |2(fihxi

+
Ri)| < |hxiR∆xifi|para cada i, Rt,3 es el error de Taylor; cada vez que se aumente la dimensión,
se aumenta el error.

Rt,3 = ((D2F · F )F + DF (DF · F ))(εx, εy, εz)
h3

t

3!
.

3.2. Explicación final del método en varias variables

Se debe tener encuenta que una ecuación diferencial de varias variables de la forma x = x(t),
y = y(t), es decir, una curva parametrizada y f1 : R × R → R y f2 : R × R → R con derivada
continua, con el cual se arma la ecuación diferencial x′(t)

y′(t)
z′(t)

 =

 f1(x(t), y(t))
f2(x(t), y(t))
f3(x(t), y(t))


junto con la condición inicial de x0

y0

z0

 =

 x(0)
y(0)
z(0)


este problema se va aproximar por diferencias divididas simplificando la notación, se va tomar; x

y
z

′ =

 f1(x, y, z)
f2(x, y, z)
f3(x, y, z)

 = F (x, y, z) (ed-1)

En la cual se toma la ecuación diferencial (ed-1), y se obtiene; x0

y0

z0

 =

 x(t0)
y(t0)
z(t0)


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para simplificar y usando notación vectorial X = (x, y, z)t, teniendo en cuenta las condiciones
dadas;

X ′ = F (x)

X0 = X(t0)

para hacer la aproximación se va hacer la serie de taylor en varias variables de f(x, y, z) alrede-
dor de (x0, y0, z0)t es decir la función se puede escribir de la forma;

F (x, y, z) = F (x0, y0, z0)+

(∂xF (x0, y0, z0)x′ + ∂yF (x0, y0, z0)y′ + ∂zF (x0, y0, z0)z′) + R(h2) (d) (3.6)

la aproximación de la solución de la ecuación diferencial por serie de taylor es;

X(t) = X0 + X ′(t0) (t− t0) + X ′′(t0)
(t− t0)2

2
+ R(h2) (3.7)

reemplazando en la ecuación diferencial

X(t) = X0 + F (X(t0)) (t− t0) + DxF (X(t0))X ′(t0)
(t− t0)2

2
+ R(h2) (3.8)

ahora lo que se obtiene anteriormente lo llamaremos (serie) y aplicamos serie de taylor, se
obtiene la ecuación;

DxF (X(t0))X ′(t0)(t− t0) = DxF (X(t0))(X −X0) + R = F (X(t1))− F (X(t0)) + R(h) (3.9)

se deriva y se reemplaza en la (serie) con X(t1) = X1 y X(t2) = X2

X(t) = X0 + F (X(t0)) (t− t0) + (F (X1))− F (X0))
(t− t0)

2
+ R(h2) (3.10)

reemplazando en cada una de las condiciones, t = t2 = t1 + h = t0 + 2h, se tiene que;

X2 = X0 + F (X0)2h + (F (X1))− F (X0))h + R(h2) (3.11)
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con la ecuación anterior se obtiene el (metodo 1) y la formula se puede aproximar de varias formas,
por ejemplo;

DxF (X(t0))X ′(t0)(t1 − t0) = DxF (X(t0))(X −X0) + R(h)

= ∂xF (x0, y0)(x1 − x0) + ∂yF (x0, y0)(y1 − y0) + R(h) (3.12)

ahora aplicando diferencias divididas para poder obtener la serie;

∂xF (x0, y0) =
F (x1, y1)− F (x0, y1)

x1 − x0
+ R1

(
h2

)
(3.13)

, y para

∂yF (x0, y0) =
F (x1, y1)− F (x1, y0)

y1 − y0
+ R2

(
h2

)
(3.14)

la ecuación queda de la forma;

DxF (X(t0))X ′(t0)(t1−t0) =
F (x1, y1)− F (x0, y1)

x1 − x0
(x1−x0)+

F (x1, y1)− F (x1, y0)
y1 − y0

(y1−y0)+R(h)

= 2F (x1, y1)− F (x1, y0)− F (x0, y1) (3.15)

reemplazando en la (serie) queda de la siguiente manera;

X(t) = X0 + F (X0) (t− t0) + (2F (x1, y1)− F (x1, y0)

− F (x0, y1))
(t− t0)

2
+ R(h2) (3.16)

teniendo en cuenta que t = t2 y sin olvidar las condiciones iniciales.

X2 = X0 + F (X0)2h + (2F (x1, y1)− F (x1, y0)− F (x0, y1))h + R(h2) (3.17)
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asi que el (método 2) nos permite obtener el método en 3 dimensiones, el cual funciona de la
siguiente manera;

X2 = X0 + F (X0)2h + (3F (x1, y1, z1)

− F (x0, y1, z1)− F (x1, y0, z1)− F (x1, y1, z0))h + R(h2) (3.18)

y si la función depende claramente del parametro que se toma que en este caso es t, y asi
obtenemos el siguinete método que lo denominaremos,(metodo 3).

X2 = X0 + F (X0)2h + (4F (x1, y1, z1, t1)− F (x0, y1, z1, t1)− F (x1, y0, z1, t1)

− F (x1, y1, z0, t1)− F (x1, y1, z1, t0))h + R(h2) (3.19)

la iteración n-esima quedaria para el caso de (método 3), que se obtuvo anteriormente.

Xn+2 = Xn + (F (Xn) + F (Xn+1))h (3.20)

y para el caso del (método 2) se tiene encuenta lo siguiente;

Xn+2 = Xn + F (Xn)2h + (2F (Xn+1)− F (xn+1, yn)− F (xn, yn+1))h (3.21)

Ejemplo: Para la siguiente Ecuación diferencial[
x
y

]′
=

[
−0,1x + 150y
−150y − 0,1x

]
[

x0

y0

]
=

[
0
1

]

X1 se aproxima por Euler y se busca tener X = (0,1) con 200 iteraciones por el (método 1)
obteniendose la grafica, de otra forma su aproximación, seria aplicando la siguiente ecuación;

X(t) = X0 + F (X(t0)) (t− t0) + DxF (X(t0))X ′(t0)
(t−t0)

2

2 + R(h2)
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se reemplaza X ′(t0)

X(t) = X0 + F (X(t0)) (t− t0) + DxF (X0)F (X0)
(t−t0)

2

2 + R(h2) (serie2)

y se aproximan las derivadas con las diferencias divididas

X(t) = X0+F (X0) (t− t0)+
[[

F (x1,y1)−F (x0,y1)
x1−x0

]
f1(x0, y0) +

[
F (x1,y1)−F (x1,y0)

y1−y0

]
f2(x0, y0)

]
(t−t0)

2

2

y se hace t = t2

X2 = X0 + F (X0)2h +
[[

F (x1,y1)−F (x0,y1)
x1−x0

]
f1(x0, y0) +

[
F (x1,y1)−F (x1,y0)

y1−y0

]
f2(x0, y0)

]
2h2

el método en general queda de la siguiente forma;

Xn+2 = Xn+F (Xn)2h+
[[

F (xn+1,yn+1)−F (xn,yn+1)
xn+1−xn

]
f1(xn, yn) +

[
F (xn+1,yn+1)−F (xn+1,yn)

yn+1−yn

]
f2(xn, yn)

]

y todo el método se multiplica por 2h2, para asi poder obtener un método mas exacto. luego,
X1 se aproxima por el método Euler y se busca tener X = (0, 1) con 200 iteraciones por el (método
1) obteniendose la grafica, que se muestra acontinuación;

Ahora utilizando el (método 2), con 200 iteraciones, se puede obtener la siguiente grafica que
se muestra acontinuación.

Luego se hace una comparación con los métodos trabajados, el cual mostraremos acontinuación;
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Figura 3.1: Caption for OLZ3WY02-1
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Figura 3.2: Caption for OLZ3WY03-1
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Aplicaciones

En este capitulo se aplicaran los resultados analizados anteriormente con ejemplos de sistemas
dinamicos lineales y no lineales, que se diseñaron en Octave, es un programa libre para realizar
cálculos numéricos. Este software permite ejecutar órdenes en modo interactivo, el cual nos permite
ver la convergencia de cada simulación, utilizando el método sujerido en este trabajo.

4.1. Sistemas dinamicos

Para evaluar la teoria asociada al método de Euler y series de Taylor de varias variables, de-
sarrollado en el presente trabajo se planteo varios sistemas dinamicos, que se plantea para evaluar
el desempeño de cada error, mediante ecuaciones diferenciales lineales y no lineales , a partir de
un proceso de modelacion, en el software Octave.

Octave, como su nombre lo indica es un equivalente libre de MATLAB. Desarrollé aqúı los
sistemas dinamicos el cual me permite realizar a cada sistema su propio codigo y poderlo ver en
3D.

La Espiral, muestra un sistema lineal, el cual se muestra cada una de sus graficas la cual de-
nominamos (espiral-1) y (espiral-2). Se puede expresarse también como una ecuación polar simple.

x′ = −y − z;
y′ = x + ay;
z′ = −b + z(x− c);

Lorenz, es un sistema determinista, el cual mostraremos sus respectivas graficas, las denominamos
(Lorenz-1) y (Lorenz-2). Lo que significa que si se conocen los valores iniciales exactos de sus vari-
ables, en teoŕıa, se puede determinar sus valores futuros a medida que cambian con el tiempo. Se
empieza por la elección de este modelo algunos valores para x, y, z, y luego hacerlo de nuevo con

19
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diferentes valores, entonces se llega rápidamente a los resultados.

a = 10; , b = 28, c = 8/3;

x′ = a(−x + y);
y′ = x(b− z)− y;
z′ = xy − cz;

Rossler, es un sistema dinamico simples de 3 dimensiones continuas, el cual mostraremos sus
graficas respectivas, las denominamos (Rossler-1) y (Rossler-2). Las ecuaciones se derivaron origi-
nalmente para describir la cinética qúımica lejos del equilibrio, x , y , z representan las cordenadas.
El término no lineal mı́nimo es el último término de la tercera ecuación del sistema mostrado
acontinuación.

a = 0,2; , b = 0,2; , c = 5,7;

x′ = −y − z;
y′ = x + ay;
z′ = b + z(x− c);

4.2. Metodos utilizados

La siguiente notación, son las condiciones iniciales para desarrollar cada método;

Xn = (xn, yn, zn) (4.1)

El primer método que aplicamos es:

Xn+2 = Xn+1 + h(4F (Xn+1)− F (xn, yn+1, zn+1)

− F (xn+1, yn, zn+1)− F (xn+1, yn+1, zn)) (4.2)

Este método aunque es facil de implementar y corregir, pero es mucho mas inestable en las
particiones que se deben tomar y tiene mucho error en sus convergencia.

El segundo método que se aplica es el que mostraremos acontinuación:

Xn+2 = Xn+1 + h(F (Xn+1) + (((F (Xn+1)− F (xn, yn+1, zn+1)))/(xn+1 − xn))F1(Xn+1)

+((F (Xn+1)− F (xn+1, yn, zn+1))/(yn+1 − yn))F2(Xn+1) + ((F (Xn+1)
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− F (xn+1, yn+1, zn))/(yn+1 − yn))F3(Xn+1))h) (4.3)

Este método es mas estable y mantiene mas sus forma, pero tiene mas error que el primer
metodo mostrado anteriormente y es un poco mas dificil de programar.

4.3. Ejemplo numerico

los métodos A y B se implementaron en Octave, y se pueden ejecutar en Matlab, se aplicaron
a diferentes sistemas dinamicos primero a uno lineal, una espiral, no lineal, en este caso los os-
ciladores de Rössler y Lorenz. Las graficas muestran cada oscilador aproximado por los métodos A
y B respectivamente, estos sistemas son autonomos, si se quiere llevar a un sistema no autonomo,
la deducción del método se hace en R4

Se aproximo el oscilador de Lorenz

x′ = −y − z;
y′ = x + ay;
z′ = b + z(x− c);

con los parametros a = 0,2;, b = 0,2;, c = 5,7; y datos iniciales (x0, y0, z0) = (0, 1, 1) este sistema es
caotico y, por ser no lineal, muy sensible al error del método numérico; se hicieron 200 iteraciones
para aproximar los valores (x, y, z) en t = 10 (con n = 200) primero por Euler y por los métodos
A y B, en las siguientes tablas se presentan las ultimas 5 iteraciones.

Método de Euler

n xn yn zn

196 1,3813 1,3427 0,0490
197 1,3117 1,4252 0,0484
198 1,2380 1,5050 0,0478
199 1,1603 1,5820 0,0471
200 1,0789 1,6558 0,0464

.

Método A
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n xn yn zn

196 1,4647 −3,3381 0,0411
197 1,6295 −3,2983 0,0424
198 1,7923 −3,2498 0,0437
199 1,9526 −3,1927 0,0452
200 2,1100 −3,1270 0,0467

.

Método B

n xn yn zn

196 1,3331 −2,5881 0,0412
197 1,4596 −2,5440 0,0422
198 1,5836 −2,4930 0,0433
199 1,7049 −2,4354 0,0444
200 1,8231 −2,3712 0,0456

Acontinuación se mostraran las graficas obtenidas:
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Figura 4.1: Espiral-1
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Figura 4.2: Espiral-2
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Figura 4.3: Lorenz-1
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Figura 4.4: Lorenz-2
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Figura 4.5: Roosler-1



Caṕıtulo 4. Aplicaciones 28

Figura 4.6: Roosler-2



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo, se recopilo métodos para poder asi aplicar los diferentes sistemas dinamicos
lineales y no lienales y de este modo aplicar el método propuesto en este trabajo.

5.1. Conclusiones

El primer metodo aunque tiene menos operaciones, ahi el error es mas grande, por lo tanto
el problema es en la particion que se debe tomar n muy grande.

Con los dos metodos se obtienen resultados parecidos, aunque en el primero acumula un error
mas grande que en el segundo.

Si el sistema es caotico y el método esta mal estructurado no va a converger.
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