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RESUMEN DEL CONTENIDO EN ESPANOL E INGLES

(Maximo 250 palabras — 1530 caracteres, aplica para resumen en espafiol):

En el presente estudio se realizé el modelamiento numérico del efecto
Doppler, analizando el cambio de la frecuencia percibida segun el
movimiento relativo entre fuente y observador. Se utiliza el Método de
Diferencias Finitas para discretizar la ecuacion de onda en dos
dimensiones, en el modelamiento se acoplaron fronteras no reflectivas
empleando el método Perfectly Matched Layer (PML) con el fin de evitar
efectos de borde en la simulacion, el cédigo fue realizado en el lenguaje de
programacion C++.

Para la modelacion en medios dispersivos, se emplea la ecuacion de onda
adicionando dos parametros, un parametro de atenuacion por difusion y
otro de viscosidad. Se analizd6 el efecto Doppler en estos medios,
enfocandose principalmente en el cambio de la frecuencia percibido segun
cada simulacion.

Como resultado se evidencio que el método numérico empleado para la
solucién de ecuacion de onda permite modelar de manera efectiva el efecto
Doppler, corroborando los postulados teéricos al respecto y verificando la
formula analitica obtenida para dicho efecto. En un medio dispersivo,
particularmente en el aire, se presenta una variacion baja en la frecuencia,
en comparacion con un medio no dispersivo, sin embargo, al cambiar el
parametro de atenuacion por difusion y la velocidad, se presenta un cambio
en la amplitud de la onda segun sea el caso. Cuando la fuente de sonido
se aleja de un observador en reposo, el espectro de frecuencias manifiesta
un corrimiento hacia bajas frecuencias a medida que aumenta la velocidad,
en los demas casos cuando el observador esta cerca de la fuente, existe
un corrimiento hacia altas frecuencias respecto a la frecuencia
caracteristica. Finalmente, en un medio dispersivo se manifiesta una
variacion en la frecuencia, pero los casos del efecto Doppler mantienen un
mismo comportamiento.
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Resumen

En el presente estudio se realizé el modelamiento numérico del efecto Doppler , analizando
el cambio de la frecuencia percibida segtin el movimiento relativo entre fuente y observador. Se
utiliza el Método de Diferencias Finitas para discretizar la ecuacion de onda en dos dimensiones,
en el modelamiento se acoplaron fronteras no reflectivas empleando el método Perfectly Matched
Layer (PML) con el fin de evitar efectos de borde en la simulacidn, el cédigo fue realizado en el
lenguaje de programacion C++.

Para la modelacion en medios dispersivos, se emplea la ecuacion de onda adicionando dos parame-
tros, un pardmetro de atenuacion por difusién y otro de viscosidad. Se analiz6 el efecto Doppler
en estos medios, enfocdndose principalmente en el cambio de la frecuencia percibido segin cada

simulacion.

Como resultado se evidencio que el método numérico empleado para la solucién de ecuacion de
onda permite modelar de manera efectiva el efecto Doppler, corroborando los postulados teéricos
al respecto y verificando la férmula analitica obtenida para dicho efecto. En un medio dispersivo,
particularmente en el aire, se presenta una variacion baja en la frecuencia, en comparacion con un
medio no dispersivo, sin embargo, al cambiar el parametro de atenuacion por difusion y la veloci-
dad, se presenta un cambio en la amplitud de la onda segtin sea el caso. Cuando la fuente de sonido
se aleja de un observador en reposo, el espectro de frecuencias manifiesta un corrimiento hacia
bajas frecuencias a medida que aumenta la velocidad, en los demds casos cuando el observador
esta cerca de la fuente, existe un corrimiento hacia altas frecuencias respecto a la frecuencia carac-
teristica. Finalmente, en un medio dispersivo se manifiesta una variacion en la frecuencia, pero los

casos del efecto Doppler mantienen un mismo comportamiento.

Palabras claves— Efecto Doppler, Diferencias Finitas, Modelacién, PML, frecuencia, disper-

sivo.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de las ondas acusticas tiene gran importancia dada sus aplicaciones en diferentes
campos. El sonido hace parte de la actstica, es la propagacion de una perturbacioén en el medio,
existiendo transporte de energia sin una transferencia de materia. En el sonido se presentan todos
los fendmenos ondulatorios: reflexion, refraccion, difraccion e interferencia; ademds se produce
el denominado efecto Doppler. Este efecto hace referencia al cambio de frecuencia aparente que
se percibe dado el movimiento relativo entre fuente y observador, estableciendo que la frecuencia
percibida es mayor cuando la fuente o el observador se acercan y menor cuando se aleja entre si.
Por otro lado, el comportamiento de una onda depende del medio de propagacion, en particular, un
medio dispersivo es aquel donde las ondas de diferentes frecuencias viajan a diferentes velocida-
des, produciendo un cambio en el pulso de la onda, esto debido a la perdida de energia que surge
dada la disminucién en la amplitud.

El estudio del efecto Doppler en medios dispersivos, permitiria analizar el comportamiento
frecuencial en medios que presentan disipacion de la energia, estableciendo caracteristicas impor-
tantes del mismo, logrando una mejor comprension del espectro sonoro, en consecuencia dada la
aplicabilidad de dicho efecto en la industria, la medicina, ingenieria, elaboracion de radares, etc.,
se podria estudiar alguna aplicacién del efecto Doppler en medios con pérdida de energia y consi-
derar las incidencias del medio en el cambio frecuencial detectado. Debido a la escasa informacién

sobre el tema, se manifiesta el interés en la presente investigacion.

Para llevar a cabo la modelacién del efecto Doppler en medios dispersivos, se emplea el len-
guaje de programacion de C++, en primer instancia se realiza la simulacién del efecto Doppler en
condiciones normales, tomando el aire como medio de propagacion, en el programa se utilizada la
discretizacion de la ecuacion de onda por el método de diferencias finitas; también se emplea el
método PML (Perfectly Matched Layer) con el fin de obtener un frontera abierta y evitar la refle-
xi6n del campo de onda. En segundo lugar, la incorporacion del caricter dispersivo en el medio se
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hace mediante la adicion de dos nuevos términos a la ecuacion de onda, el coeficiente atenuacion
por difusion y coeficiente de atenuacion por viscosidad , se realiza la discretizacion de esta nueva
ecuacion mediante el método de diferencias finitas centradas, para su posterior simulacion y adap-

tacion al efecto Doppler.

Con los datos obtenidos se analizan los resultados en el dominio del tiempo, luego se pasa al
dominio frecuencial utilizando la transformada discreta de Fourier, esto con el fin de analizar el
espectro de la sefial que se simulo anteriormente y estudiar los casos del efecto Doppler en un
medio dispersivo, se emplean diferentes valores para el coeficiente de atenuacion por difusion y el
valor manejado para el coeficiente de atenuacion por viscosidad se deja como el habitual.

Con los resultados obtenidos se analiza la dependencia de la frecuencia con las propiedades
del medio y se realiza la comparacion entre la variacion de la frecuencia en un medio dispersivo
y uno no dispersivo, logrando una mejor comprensién del comportamiento frecuencial en dichos

medios.



Capitulo 2

Definicion del problema

2.1. Planteamiento del problema

Las investigaciones realizadas sobre el efecto Doppler Acustico en medios Dispersivos no ha
sido ampliamente estudiada, se conocen estudios sobre la propagacion de ondas actsticas en dife-
rentes medios, el efecto Doppler ha sido estudiado hace mucho tiempo dadas sus aplicaciones en
diversas ramas de la Ciencia e ingenieria. Sin embargo, cuando la onda se propaga en un medio
dispersivo no ha sido lo suficientemente estudiado y divulgado, dado lo habitual que resulta ser,
donde la velocidad de propagacion de la onda permanece constante y por ende su forma también.
Pero cabe resaltar que dicho estudio resulta ser complejo cuando se analiza en medios donde la
velocidad deja de ser constante y que ademds depende de otra variable, en este caso la frecuencia,
es de interés analizar su incidencia en el cambio del pulso de la onda, para comprender el compor-

tamiento frecuencial que se presenta en medios dispersivos.

El efecto Doppler puede ser aplicado a diferentes tipos de ondas, las més estudiadas en este
aspecto son las ondas electromagnéticas, ya que dada sus propiedades permiten estudiar el cambio
de frecuencia que se da en cada propagacion de onda. Segun las fuentes consultadas existe escasa

informacion del efecto Doppler actstico en medios dispersivos.

Por tal razén se pretende analizar como se comporta el cambio de frecuencia aparente produ-
cido por el movimiento correspondiente entre fuente y observador en medios dispersivos, esto se
pretende realizar mediante la modelacion del efecto Doppler en estos medios, apoydndonos en un
método numérico y un lenguaje de programacion adecuado, ademds de herramientas que permitan

llevar a cabo un andlisis frecuencial en medios dispersivos.
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2.1.1. Formulacion del problema

(, Cémo puede variar el comportamiento frecuencial en cada uno de los casos del movimiento
relativo entre fuente y observador, en medios donde la velocidad de la onda depende directamente

de la frecuencia de la misma?

2.2. Justificacion

Gracias a la coyuntura entre la fisica, la matematica y las herramientas computacionales, se
pueden estudiar diferentes fendmenos del mundo que nos rodea. En el presente trabajo se ambi-
ciona realizar una modelacion del efecto Doppler en medios dispersivos, con el fin de obtener una
mejor comprension de este fendmeno fisico en medios en los cuales la velocidad ya no es constante
y depende de la frecuencia. Realizar este andlisis frecuencial ayudara a la comunidad cientifica in-
teresada, a comprender atin mas el anélisis espectral, especialmente el espectro del sonido, apuntes

que pueden ser utilizados en la industria, la medicina, la ingenieria y demas.

2.3. Objetivos

2.3.1. Objetivo General

Modelar el efecto Doppler para ondas sonoras en un medio dispersivo, teniendo en cuenta los

diferentes casos del movimiento relativo entre la fuente y el observador.

2.3.2. Objetivos especificos

= Simular el cambio de la frecuencia, estudiando los diferentes casos del movimiento relativo

entre fuente y observador.
= Validar los resultados obtenidos.
= Analizar la dependencia de la frecuencia con las propiedades del medio.

= Comparar la variacion de la frecuencia en un medio no dispersivo y en uno dispersivo.



Capitulo 3
Marco de Antecedentes

En el presente capitulo se muestran algunos trabajos y antecedentes del efecto Doppler, hacien-
do referencia desde aspectos tedrico-conceptuales hasta investigativos, sobre el estudio del cambio
de frecuencia en dicho efecto. En la tabla 3.0.1 se hace mencion de algunos trabajos que tratan

sobre el tema:

Afo Autor Detalle

On the Coloured Light of Double Stars

1842 | Doppler. C .
and Certain Other Stars of the Heavens

1985 | Usagawa Tsuyoshi Analysis of a moving sou.nd source
by the cross-spectral tecnique

1992 | Censor. D. Real and C?mplex Doppler Effects in
Lossy Media

1993 | Sorokin. Y.M. Poppler e‘ffect anfi aberrational effects
in dispersive medium

SPH Simulation of Acoustic Waves:
2015 | Zhang.Y,Zhang.T,Ouyang.H y Li.T HLTATIon OF ACOUSHE Waves

Effects of Frequency, Sound Pressure, and Particle

Tabla 3.0.1: Antecedentes sobre el efecto Doppler.

3.1. Estado del Arte

El efecto Doppler debe su nombre al fisico austriaco Christian Doppler, quién describié por
primera vez dicho fendmeno en 1842, realizando el primer acercamiento tedrico al efecto Doppler,
en su articulo On the Coloured Light of Double Stars and Certain Other Stars of the Heavens,
presentado en un congreso realizado en en Praga en Mayo de ese mismo afio, en dicho trabajo se
emplea la hipétesis del efecto Doppler, la cual postula que: el cambio de frecuencia se produce
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cuando la fuente o el observador se mueven uno respecto al otro, lo que mas adelante se conoce
como efecto Doppler, en dicho congreso Doppler pretendia explicar los colores de las estrellas bi-
narias y otros astros, estableciendo que el color es una manifestacion de la frecuencia de una onda
de luz, es decir, que el aumento o disminucidn de la luz estelar depende del movimiento relativo de
la estrella. En este escrito se plantean ademads las ecuaciones que Doppler utiliz6 para determinar
la frecuencia cuando el observador se acerca a una fuente estacionaria y cuando la fuente se mueve

hacia el observador estacionario (Doppler, 1842).

En 1845 el cientifico neerlandés Christoph Hendrik Diederik Buys Ballot mostré experimen-
talmente el principio propuesto por Doppler, en este caso para ondas sonoras, mencionado experi-
mento se realizé durante el trayecto en tren de Utrech a Amsterdam, Ballot confirmé que el tono
de un sonido emitido por una fuente que se aproxima al observador es mds agudo que si la fuente
se aleja. Utilizé una locomotora para realizar sus observaciones. Coloc6 un grupo de musicos en
un ferrocarril y les indicé que tocaran la misma nota musical mientras que otro grupo de musicos,
en la estacion del tren, registraba la nota musical que oian mientras el tren se acercaba y alejaba de
ellos sucesivamente. En particular el mejor ejemplo que define el efecto Doppler es el silbato de la
locomotora que se acercaba y se aleja de un cuerpo inmévil.

En 1848 el mismo fenémeno fue probado para ondas electromagnéticas por el francés Hip-
polyte Fizeau, ya que trabajaba con fendmenos de interferencia de la luz y de transmisién de calor.
El determiné que los cuerpos celestes que se acercan hacia la Tierra son vistos de color azul y los
que se alejan se ven de color rojo. En términos generales, significa que las ondas de luz, cuando
se aproximan hacia el observador se dirigen hacia el extremo ultravioleta del espectro y cuando se
alejan, se aproximan hacia el extremo infrarrojo del espectro, es decir, que sus ondas, al igual que

las sonoras, se vuelven mas altas cuando se aproximan y mds bajas cuando se distancian.

El efecto Doppler tendria afios después relevancia en la teoria de la relatividad de Einstein, con
lo que se conoce como el efecto Doppler Relativista.Una de sus principales aplicaciones se dio a

mediados de 1930 con la invencién del radar, dado el surgimiento de la II Guerra Mundial.

Por otra parte,el estudio de los medios dispersivos y por ende de las relaciones de dispersion,
tiene su origen en el estudio de los primas y la luz, fenémeno estudiado en el siglo XVIII por el
famoso fisico Isaac Newton, pionero de la rama de la fisica destinada al estudio de la luz, la 6ptica.
Isaac Newton planteo la descomposicion de la luz blanca (luz de derivada de una estrella) en los
diferentes colores que la constituyen. La dispersion de la luz, se manifiesta cuando un rayo de luz
blanca atraviesa un material transparente y se refracta, mostrando asi los diferentes colores que la

componen.
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Algunos trabajos realizados sobre el efecto Doppler o andlisis de la frecuencia en medios dis-
persivos se presentan a continuacion, aunque cabe resaltar que los estudios desarrollados se hacen
en ondas electromagnéticas. Son escasas las investigaciones realizadas sobre el efecto Doppler pa-

ra ondas sonoras en medios dispersivos.

En 1976 se demuestra una correspondencia uno a uno entre las mediciones de frecuencia en
diferentes marcos de referencia inercial. Aplicando esto a ondas planas en medios homogéneos,
isotropos y dispersivos, particularmente en un plasma. Plantean la diferencia entre el efecto Dop-
pler convencional y el efecto Doppler complejo, mostrando que este tltimo se desarrolla en medios

dispersivos, desarrollando las ecuaciones del efecto Doppler para ondas electromagnéticas.

El efecto Doppler se aplica generalmente a la diferencia observada en la frecuencia entre la on-
da detectada por dos observadores en movimiento relativo . El efecto Doppler complejo se aplica
habitualmente a la presencia de varios componentes espectrales,es decir, la descomposicion espec-
tral de la frecuencia, que percibe un observador en reposo con respecto a una fuente que emite una
sefal, la cual se encuentra en movimiento relativo, dicho fendémeno se presenta en los medios de
caricter dispersivo (Berger, 1976).

En 1992 se realiz6 un estudio titulado Real and Complex Doppler Effects in Lossy Media, en
el cual se investiga el efecto Doppler en medios que presentan pérdida de energia. Se muestra que
la propagacion en medios con pérdida de energia, implica el efecto Doppler complejo, es decir, la
atenuacion espacial del medio se transforma en parametros temporales de la sefial recibida, pro-
duciendo cambios en la frecuencia compleja para valores de frecuencia real, esto analizando la
dispersion de las ondas de objetos en movimiento. Ademas se hace un andlisis espectral para la
sefal en el dominio de tiempo, de lo cual se concluye que dicho contenido es igual para los medios
sin pérdida y con pérdida de energia.

Se establece que la transformacién dada entre espacio y tiempo, facilita la evaluacioén de la
atenuacion de la sefial recibida. Para apoyar lo anteriormente mencionada realizan una simulacién
numérica al respecto, determinando el cambio de frecuencia en la sefal utilizando transformada de
Fourier (Censor, 1992).

En 1993, Yu. M. Sorokin en Doppler effect and aberrational effects in dispersive medium, co-
mento que el efecto Doppler se aplica a sistemas de cualquier naturaleza fisica y representa un
cambio en la frecuencia de algtin proceso periédico. Al mismo tiempo, el cambio en la orientacion

del rayo o el vector de onda (efecto aberracion relativista) esta estrechamente relacionado con este



Capitulo 3. Marco de Antecedentes

efecto se ha asociado tradicionalmente con ondas dpticas en el vacio. Este efecto se presenta prin-
cipalmente en medios dispersivos, donde ambos efectos estdn tan estrechamente relacionados que

solo se pueden entender mediante el anélisis conjunto (Sorokin, 1993).

Este dltimo trabajo aunque no tiene relacion directa con el tema, son interesantes los resultados
obtenidos por ende su mencion. En el 2015 se llevo a cabo una investigacion en la cual se analizan
los problemas acusticos en sistemas multifasicos o con limites deformables, resuelven ecuaciones
acusticas con la teoria de SPH, con la cual proponen una simulacién para la propagacién de on-
das acusticas unidimensionales, teniendo en cuenta aspectos como los efectos de la frecuencia, la
presion del sonido y el esparcimiento de las particulas, dicho trabajo se titula SPH Simulation of

Acoustic Waves: Effects of Frequency, Sound Pressure, and Particle.

Hacen el estudio en un rango limitado de frecuencia, obteniendo un aumento no lineal y que
ademads el aumento de la frecuencia hace mayor el error de la simulacidn, mientras que los niveles
de la presion no inciden directamente sobre el modelo (Zhang et al., 2015).

En 1985 se realiza una investigacion sobre el movimiento de una fuente de sonido utilizando
una técnica espectral, se propone reducir el cambio de frecuencia de la sefial observada, para esto
asume la fuente de sonido como un punto fijo y las demds fuente se asumen en movimiento, calcu-
lando la velocidad relativa respecto a la fuente especifica del sonido. El método funciona como un
detector selectivo de una fuente especifica. Segun los resultados obtenidos el método es efectivo,

compensado las consecuencias del efecto Doppler con el retraso de propagacion.

Cuando se pretende estudiar el espectro del sonido o de una sefal, es relevante considerar
cuando la sefial no se puede separar facilmente de los ruidos que la rodean, ademds se debe tener
en cuenta que el espectro observado cambia en el tiempo debido a la presencia del efecto Dop-
pler cuando una fuente de sonido esta en movimiento. Para dar solucién a esto plantean hacer una
compensacion del efecto Doppler logrando una reduccién del cambio de frecuencia mediante una
compensacion en el retardo de la propagacion. Para analizar el espectro de frecuencias utilizan la

transformada de Fourier continua .

Cuando la propagacion se hace en un medio y no dispersivo, la sefial observada puede expre-

sarse como una onda proporcional a la sefial del sonido.

Digitalizan una serie de datos en un intervalo At con el objetivo de construir el espectro tanto
de la senal especifica como de las sefales de alrededor, aplican transformada discreta de Fourier
ademds de una técnica de interpolacion usando la funcién Spline de tercer orden. Los ejes del
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tiempo se transfieren mediante la transformada discreta de Fourier (DFT) para reducir el cambio
de frecuencia provocado por el efecto Doppler y asi obtener el espectro de la sefial.

Obtienen resultados experimentales para una sefial de una fuente en movimiento, encontrando
una onda sinusoidal de 500H z y una velocidad de 8,3m /s, analizan estas condiciones para el es-
pectro con y sin compensacion del efecto Doppler.

Mostrando que en el caso de no compensar el efecto Doppler, el pico de frecuencias de 500H z
esta 3dB mas bajo que el pico de 400H z, mientras que en el caso de la compensacién del efecto
Doppler mediante la técnica espectral el pico de 500 H z esta 10d B por arriba del pico de 400H z, es
decir, que para la sefial de una fuente en movimiento al reducir el cambio de frecuencia producido
por efecto Doppler, ésta presenta una variacion de intensidad notable en relacién de la frecuencia
principal respecto a otros picos de frecuencia (Usagawa et al., 1985).
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Capitulo 4
Marco Teorico

En este capitulo se presentan conceptos tedricos necesarios para comprender el desarrollo del
proyecto, los cuales permiten argumentar de manera sé6lida lo posteriormente expuesto. Se inicia
con el concepto de Efecto Doppler, mencionando la férmula de generalizacion para los diferentes
casos que se pueden presentar con el movimiento relativo entre fuente y observador, la deduccion
paso a paso de la férmula para cada uno de los casos estudiados se pueden ver en el Anexo A,
luego se define lo que es un medio dispersivo, posteriormente se presenta la ecuacién de onda
para medios no dispersivos y para medios dispersivos,para la primera se realiz6 la deduccion de la
ecuacion de onda en una cuerda vibratoria (ver Anexo B). Seguidamente se hace una explicacion
del método de diferencias finitas y de las formulas utilizadas para la aproximacion de las derivadas,
la deduccion de las formulas para la aproximacion de derivadas para este método se encuentran
en el Anexo C, en seguida se mencionan aspectos importantes del método de fronteras PML y por

ultimo se hace alusion a la transformada discreta de Fourier.

4.1. Efecto Doppler

El efecto Doppler, es un fendémeno explica la relacion entre la frecuencia transmitida y la fre-
cuencia observada cuando fuente y observador se mueven, uno respecto al otro. En el caso de
que un observador este delante de una fuente en movimiento, percibird una frecuencia mayor a la
realmente emitida, mientras que un observador ubicado detrds de la fuente observara una mayor

distancia entre los frente de onda y por ende una menor frecuencia (Serway, 2008).

Esto se puede evidenciar en diferentes escenarios de la vida diaria, uno de estos al escuchar la
sirena de una ambulancia o un automovil, el sonido va cambiando conforme que se acerca hacia
nosotros, se escucha con un tono mds fuerte cuando se acerca y un tono més bajo cuando se aleja.
El efecto Doppler no solo se aplica a ondas sonoras, sino a cualquier tipo de ondas, teniendo asi

un gran campo de aplicacion, en diferentes disciplinas como la medicina, la meteorologia, astro-
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nomia, entre otras.

Los casos que se presentan en el efecto Doppler, con relacién al movimiento relativo entre
fuente y observador son:
Caso 1: fuente en reposo y observador se aleja de la fuente.
Caso 2: fuente en reposo y observador se mueve hacia la fuente.
Caso 3: observador estacionario y la fuente se aleja del observador.
Caso 4: observador estacionario y la fuente se acerca al observador.
Caso 5: fuente y observador se acercan entre si.

Caso 6: fuente y observador se alejan entre si.

La ecuacién general para el efecto Doppler viene dada por la siguiente ecuacion, la cual esta-
blece todos los casos que se pueden presentar en el movimiento relativo entre fuente y observador,
la deduccién completa de cada caso se muestra en el Anexo A:

U % 0,
fo:(_» _»)fs
U F U,

Donde:
= f,es la frecuencia observada.
= ¢ es la velocidad del medio.
» 7, es la velocidad del observador.
= 7, es la velocidad de la fuente.

Los signos superiores hacen referencia cuando la fuente y el observador se acercan uno con res-
pecto al otro, mientras que los signos inferiores implican que se alejan.

La frecuencia es mayor conforme el observador y la fuente se acercan entre si y mds baja conforme
se alejan (Giancoli, 2008).

4.2. Medio Dispersivo

Un medio dispersivo es un medio en el que las ondas de diferentes frecuencias viajan a dife-
rentes velocidades (Samiullah, 2015).

Si la velocidad de onda depende exclusivamente de las propiedades fisicas del medio,en este

caso la velocidad permanece constante, lo cual implica que todas las frecuencias viajan a igual
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velocidad, por lo tanto las ondas 6 pulsos de onda mantendran siempre la misma forma, lo men-

cionado anteriormente corresponde a medios no dispersivos.

En el caso contrario, en los medios dispersivos, la velocidad de la onda depende de la frecuen-
cia de la onda, en este sentido con frecuencias mds altas las ondas viajan a una mayor velocidad
que con frecuencias més bajas. Como resultado, el pulso de onda se extiende y cambia de forma a

medida que viaja (Russell, 2011).

Un medio dispersivo también se puede definir como “un medio en el cual la velocidad de fase

de una onda esta en funcion de su frecuencia” (Radmanesh, 2007).

En un medio dispersivo la velocidad de propagacién de la onda depende exclusivamente de la
frecuencia, entonces si se tiene un paquete de ondas con diferentes tonos o frecuencias fundamen-
tales,
cada componente frecuencial viaja a una velocidad diferente, como resultado el paquete de onda
se dispersard, es decir, cada vez estard menos concentrado en el espacio y se extenderda, esto vie-

ne dado por la relacion de dispersion que se presente con respecto a la frecuencia (Cuadrado, 2013).

En un medio no dispersivo la velocidad de grupo es igual a la velocidad de fase, mientras que
en un medio dispersivo estas no son iguales (Capra, 2014, pag 5) es decir, que dado un paquete de
ondas que se combinan para dar lugar a una perturbacién compuesta, ésta viaja a una velocidad

distinta en relacion a la velocidad que viajan las ondas que las constituyen (Heisenberg, 2008).

Una relacién de dispersion es aquella donde describe el efecto de la dispersion en el me-
dio.Dicha relacion se puede obtener teniendo en cuenta la longitud de onda y su frecuencia, niimero
de una onda y su frecuencias. La relacién de dispersiéon mas general es la de Kramers-Knoning,
estableciendo una dependencia entre la frecuencia de propagacion y la atenuacién de la onda, es
decir,la dependencia entre la frecuencia y la perdida gradual de la intensidad del flujo, en este caso

la intensidad acustica, la energia que fluye en el medio.

4.3. Ecuacion de Onda

La ecuacion de onda es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden, de carécter hiperbdli-
co que describe la propagacion de gran variedad de ondas, Jean le Rond d’ Alembert (1746) fue el

primero en analizar el problema de propagacion en una cuerda vibrante, cuya deduccion se puede
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ver en el Anexo B, la ecuacion de una onda unidimensional esta dada por:

() — 2 Po(a,t) 4.1)
ot? Ox?

Donde ¢(z,t) es la funcién de onda, funcién que describe el campo de onda de cualquier
particula en un instante cualquiera, es decir, el desplazamiento de la onda, v es la velocidad de
propagacion, t es el tiempo y x hace referencia a la propagacién unidimensional de la onda. El
primer término de la ecuacién 4.1 es la segunda derivada parcial de ¢(x,t) con respecto al tiempo,
mientras que el término después de la igualdad es el producto de la velocidad de propagacion con la
segunda derivada espacial de ¢(x, t) respecto a z, a la derivada espacial en dos o mas dimensiones

se le conoce como operador de Laplace o Laplaciano.

4.4. Ecuacion de onda para medios dispersivos

Un medio dispersivo es aquel que presenta perdida de energia, debido a la diferencia entre
la velocidad de fase y la velocidad de grupo del paquete de ondas, ya que la velocidad depende
directamente de la frecuencia. Para la propagacién de una onda en este tipo de medios, se puede
utilizar la siguiente ecuacion (Korneev et al., 2004):

D*¢(z,t) N Op(x,t) 0% Op(x,t)  ,0%¢(x,t)

L2 X ez o Va2 VY (4.2)

Donde ¢(x,t) describe el desplazamiento de la onda, ¢ es el tiempo, v es la velocidad de

propagacion, x es el coeficiente de atenuacién por difusidén y v es el coeficiente de atenuacion
por viscosidad. El primer término de la ecuacion 4.2 hace referencia a la segunda derivada de la
funcién ¢(z, t) con respecto al tiempo, el segundo es el producto entre el coeficiente de atenuacion
por difusion y la primer derivada de ¢(x,t) con respecto a t, el tercer término es el producto de
entre el coeficiente de atenuacion por viscosidad y la derivada cruzada de la segunda derivada de
¢(z,t) respecto a x con la primer derivada temporal de ¢(z,t) y el dltimo término es el producto

entre la velocidad de propagacidn con la segunda derivada espacial de ¢(z, t) respecto a x.

4.5. Meétodo de Diferencias Finitas

El método de Diferencias Finitas (MDF) es un método numérico que permite la resolucion de
ecuaciones diferenciales parciales definidas en nimero finito de puntos, es apropiado para el trata-
miento de problemas en una, dos y tres dimensiones. Con este método se realiza una aproximacion
de las derivadas parciales mediante un nimero finito de expresiones algebraicas en términos de

la variable dependiente de los puntos seleccionados, estos puntos se convierten en incognitas del
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sistema de ecuaciones (Carrillo Ledesma et al., 2018).

Para realizar los célculos numéricos en diferencias finitas se suele aproximar f(x) mediante un

polinomio alrededor de z = z, dicha aproximacion se puede realizar usando la serie de Taylor:

n!

2 £(n) (4
fo) =3 L0 (p gy 43)

donde Az = (z — a).

La serie de Taylor fue estudiada desde el filésofo griego Zenén de Elea, quién plante6 el pro-
blema de sumar una serie infinita hasta obtener un resultado finito, convirtiendose luego en una
de la paradojas de Zendn; también Aristételes, Demdcrito y Arquimedes analizaron el problema.
En 1715 britanico Brook Taylor realiz6 publicaciones formales al respecto, derivando de éste el
nombre de la serie. La serie de Taylor es una serie funcional, en la cual se puede aproximar la so-
luciéon de una funcién en términos de sus derivadas alrededor de un punto particular, considerando
la funcion f(x) infinitamente diferenciable.

La expansion de la serie de Taylor de una funcién f(z) alrededor de un punto x;, esta dada por:

o)Az f(z)Ax?  f7 (2)A2?

fla) = flo) + 2 . ;

4.4)

Existen diferentes formas para determinar la aproximacién de las derivadas de una funcién em-
pleando diferencias finitas, dichas aproximaciones pueden variar segun la cantidad de puntos que
se tomen de la malla y el truncamiento que se realice. Se puede usar diferencias progresivas si se
expande alrededor de © = z; + Az, regresivas si se considera x = x; — Ax y centradas si se utiliza
una expansion tanto en x = x;+Ax como en z = x; —Axz. La obtencion de las aproximaciones pa-

ra la primer y segunda derivada tanto en una como en dos dimensiones, se pueden ver en Anexos C.

La aproximacién de la primer derivada de una funcién f(z) utilizando la expansion de la serie
de Taylor da como resultado:

= Diferencias progresivas

f(ws) = (4.5)

= Diferencias regresivas

(4.6)

m Diferencias centradas
fzi + Az) — f(z; — Ax)

f(x) = e (“.7)
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Para la aproximacion de la segunda derivada en una dimensidn, se emplean diferencias regresivas
y progresivas, obteniendo:

() = flzi + Az) — 22(352@) + f(z; — Az) 4.8)
T

Al considerar una funcién f(x,y) infinitamente derivable, la aproximacion de la primer deri-

vada respeto a x e y esta dada por:

= Diferencias progresivas

Of (xs,y5) _ flws +Az,y;) — f2,y5)

o ~ AL 4.9)
Of(xi,y;)  flwi,y; + Ay) — f(x,y;)
~ 4.1
o Ay (4.10)
= Diferencias regresivas
or - Az “.11)
af(mza y]) f(x’uyj> B f(x’uyj - Ag/)
~ 4.12
Jy Ay 4.12)
» Diferencias centradas
Of (wiy;) _ flai+ Ax,y;) — fla; — Az, y;)
oz - 2Az (4.13)
Of(xiyy;)  [(xiy; + Ay) = flzi,y; — Ay) (4.14)

dy 2Ay

Para la aproximacion para la segunda derivada de una funcion f(x,y) se emplean diferencias
centradas respecto a cada variable, dejando la otra constante.

O*f(zi,y;) St Avyy;) = 2f (i yy) + fwi — Az, y))
o0x2 Ax?

(4.15)

O*f(zi,y;) S @iy + Ay) = 2 (i) + (@i, 95 — Ay)
0y? Ay?

Ahora, en el caso de tener una derivada cruzada, se emplea cualquier tipo de diferencias para

(4.16)

aproximar la expresion interna y luego la externa, por ejemplo, la derivada cruzada de primer orden
quedaria:
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0 0f(xiy))  flai+ Awyy; + Ay) — fla; — Aw,y; + Ay)
Jdr Oy 4Ax Ay

(4.17)

fla;+ Az,y; — Ay) + f(x; — Az, y; — Ay)
4AzAy

Si se tiene una derivada de segundo orden, se aproxima la derivada interna mediante alguna
de las diferencias, luego se aproxima la derivada externa obteniendo de este modo el resultado

deseado.
9 0f (w1, y)

02 oy (4.18)

» Diferencias centradas

9% Of (x;,y;) St Az y; + Ay) = 2f (23, y; + Ay) + f(o — Az, y; + Ay)
ox? Oy 2AyAz?

flai + Az, y; — Ay) — 2f (25, y; — Ay) + [z — Az, y; — Ay)
2AyAx?

(4.19)

= Diferencias progresivas

0% Of (zi,y;) ~ oy + Az y; + Ay) — 2f (25, y; + Ay) + f(z; — Ax,y; + Ay)
or? 0Oy AyAx?

[z + Az, y;) — 2f (@, y5) + [z — Az, y;)
AyAz?

(4.20)

= Diferencias Regresivas

0% Of(xi,y;) ~ [ + Ax,y;) — 2f (25, y;) + f(o; — Az, y;))
ox? Oy AyAx?

[+ Ax,y; — Ay) — 2f (zi,y; — Ay) + f(@; — Az, y; — Ay)
AyAx?

(4.21)
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Hasta el momento se ha visto como discretizar la parte espacial de las ecuaciones diferenciales
parciales, en este apartado se plantea una discretizacion utilizando diferencias finitas con respecto
al tiempo, que resulta ser similar a la parte espacial. La aproximacion para la primer derivada

utilizando diferencias regresivas, progresivas y centradas respectivamente seria:

of (x,t)  flx,t) — f(x,t — At)

= A (4.22)
é’fg?t) _ Sl t+ AAti — flzt) (4.23)
8f(aa;, t) _ flz, t + Atg;if(x’t — At) (4.24)

Para la aproximacion de la segunda derivada se emplean diferencias centradas:
O*f(x,t) _ flw,t+ At) = 2f (w,t) + f(w, tAD) (4.25)

ot? At?

4.6. Fronteras PML

El método de PML (Perfectly Matched Layer) se utiliza al modelar la ecuacién de onda, es un
tipo de frontera artificial que soluciona problemas de limites abiertos, esto para evitar la reflexion
en la region de estudio. Este método se utiliza con mayor frecuencia al emplear métodos numéri-
cos como diferencias finitas o elementos finitos, ya que se hace necesario eliminar los limites en
el dominio finito, para evitar el fendmeno de reflexion, esto conlleva a tener que ampliar el drea
de estudio con el fin de evitar que las reflexiones de los bordes afecten la regién de estudio (Ruiz
et al., 2006).

Al utilizar métodos numéricos de solucion discreta para modelar la propagacién de una onda,
se presentan fendmenos de reflexion en los limites de la malla, que no permiten analizar los feno-
menos que realmente se presentan, una de las soluciones que se plantean es la creacion de fronteras
no reflectivas reduciendo la amplitud en los puntos que estdn presenten sobre los limites de la ma-
lla numérica (Cerjan et al., 1985). El método PML consiste en crear una capa absorbente ubicada
en los extremos de la malla, ampliando en cierto modo el dominio computacional, trabajando en
un espacio libre sin limites tedricos.Con este método se pueden crear puntos intermedios en los
puntos de la malla, dichos puntos poseen informacion del campo de onda, segtn la discretizacion
realizada se puede atenuar el campo de onda a los puntos vecinos. (Berenger, 1994).

Al utilizar fronteras PML permite manejar problemas de frontera como una frontera libre
o de espacio libre, el campo de onda se atenta,evitando una reflexion del tipo extremo libre
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(8¢($,y7t) — O 8¢(x,y,t)

ox oy

primero se realiza una grilla para discretizar el espacio en un nimero entero de puntos, en los cua-

= 0) o extremo fijo (¢(x,y,t) = 0). Para implementar el método PML

les se representard el valor de la funcién ¢ en el tiempo ¢ para cada posicion (z,y), esto segtn las

ecuaciones determinadas para la discretizacion de la ecuacion de onda (Duitama, 2013).

4.7. Transformada Discreta de Fourier

La transformada discreta de Fourier es una transformacion discreta que se emplea ampliamente
en el andlisis de Fourier, es decir, es el andlisis del espectro frecuencial de cualquier sefial. Es capaz
de transformar una funcion en el dominio tiempo en otra representada en el dominio de frecuencias.
En un espacio discreto se emplea la siguiente formula para la transformada discreta de Fourier para

cualquier sefal x,, :

N-1
Xp= Y wpe (4.26)
n=0
donde £k = 0,1, ..., N — 1. Ademads se debe cumplir

Tp=0 para n<0 y n>N-—-1 (4.27)
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Marco Metodologico

5.1. Método y técnica de investigacion

Para la ejecucion de este proyecto, se llevo a cabo una investigacion de cardcter cuantitativo,
empleando un método deductivo, limitdndose al anélisis de los datos obtenidos segun la hipotesis
planteada.

5.2. Diseiio de la investigacion

El desarrollo del proyecto se realizara teniendo en cuenta las siguientes fases:
1. Deduccién de las formulas del efecto Doppler, para cada uno de sus caso.
2. Discretizacion de la ecuacion de onda utilizando el método de diferencias finitas.

3. Realizacion del codigo, en el lenguaje de programacion de C++, que permita la simulacion

del efecto Doppler
4. Aplicacion de método de fronteras no reflectivas, PML.
5. Validacion tedrica de la simulacion numérica obtenida.

6. Adicionar el parametro dispersivo a la ecuacién de onda,para la posterior simulasion del
efecto Doppler en medios dispersivos.

7. Analizar el cambio de frecuencia percibida en un medio dispersivo.

Al finalizar se dardn los resultados y conclusiones obtenidas segun la simulacién planteada.

20



Capitulo 6

Desarrollo del proyecto

En este capitulo se presentan las fases para llevar a cabo el desarrollo del proyecto, comenzando
con la discretizacion de la ecuacion de onda en dos dimensiones empleando el método numérico
de diferencias finitas (ver Anexo D), luego se realiza el c6digo en C++ para efectuar la simulacion,
con los resultados obtenidos se lleva a cabo una validacién al respecto, comparando los datos que
arrojo la simulacién y los datos resultantes al sustituir los pardmetros utilizados en la simulacion
en la ecuacion 4.1, para los casos cuando la fuente se aleja del observador en reposo, la fuente
se acerca al observador en reposo, fuente y observador se acercan entre si, por tltimo cuando el
observador se acerca a una fuente de sonido en reposo. Posteriormente, se efectiia la discretizacion
de la ecuacién 4.2, la ecuacion de onda para medios dispersivos en dos dimensiones (ver Anexo

E), se realiza la simulacion en C++ para el posterior analisis de resultados.

6.1. Discretizacion de la Ecuacion de Onda

Considerando la ecuacién de onda para dos dimensiones, se utiliza el método de diferencias

finitas para realizar la aproximacion de las derivadas respectivas.

O*¢(x,y,t) Po(x,y,t)  0*¢(x,y,t)
— g = 2 522 + e (6.1)

Para la ecuacion de onda, la ecuacidn 6.1 se tiene en cuenta las siguientes condiciones iniciales

y de frontera:

o(z,y,0) = f(z,y) (6.2)
#(0,0,t) = ¢(ly, 15, t) =0 (6.3)

0 0

P00 (0. (64)

prald <z <l,0<y<lyyt>0.
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La discretizacion se realiza utilizando diferencias centradas en ambos lados de la igualdad, en
el lado izquierdo se determina la aproximacién de la segunda derivada temporal, mientras que en
el lado derecho se halla la aproximacion de la segunda derivada en dos dimensiones, respecto a
las componentes espaciales x € y (ver Anexo D). Para esto se emplean las ecuaciones 4.15, 4.16 y
4.25, obteniendo

(b(l’ + Ama?/?ﬂ - 2¢(£E,y,t) + ¢($ _ Al‘,y,t)_{_

L OAg2 2
o(x,y, t + At) = At* v A2

+

d(x,y + Ay, t) —2¢(x,y,t) + d(x,y — Ay, t)} N (6.5)
Ay?

Presentando un error de truncamiento
9 Ax? O*
2 Ozt

Ay? Ot At? 9

E=-v ¢(67y7 t) +t =551 (x7£7y):| + ﬁ@qﬁ(%%ﬂ) (66)

12 oy*

dondee € (v — Az, x + Ax), £ € (y — Ay,y + Ay) y u € (t — At, t + At).

6.2. Validacion

En esta seccion se presenta la validacion del codigo realizado en C++, con el fin de simular
algunos de los casos del efecto Doppler, utilizando para esto la descretizacion de la ecuacion de
onda empleando diferencias finitas, es decir, la ecuacién 6.5.

Ademas de esto se hace necesario emplear en el cddigo de programacion el método de fronteras
PML, para evitar la reflexion del campo de onda que surge al ejecutar la simulacién, permitiendo

esto obtener datos veraces para su verificacion.

Ya discretizada la ecuacion de onda para dos dimensiones y disefiado el c6digo en C++ que

permite la simulacidn del efecto Doppler y el andlisis de los siguientes casos:

Caso 1: Observador en reposo y la fuente se aleja del observador.
Caso 2: Observador en reposo y la fuente se acerca al observador.
Caso 3: Observador y fuente se acercan entre si.

Caso 4: Fuente en reposo y el observador se mueve hacia la fuente.
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Para los casos 1, 2 y 3 se realizan diferentes “simulaciones” variando la velocidad de la fuente,
iniciando con una velocidad de 10 m/s hasta 60 m /s, aumentando la velocidad para cada ejecu-
cién en 10 m/s. Luego de obtener los datos, se grifica en Gnuplot la amplitud respecto al tiempo,
para cada una de las diferentes velocidades, posteriormente empleando el programa Grace y con
los datos obtenidos, se determina la Transformada Discreta de Fourier, permitiendo el andlisis del
espectro frecuencial de la sefial u onda emitida por la fuente, dando la dependencia de frecuencia
y amplitud.

Lo descrito anteriormente se hace también para el caso 4, en este caso la fuente permanece en

reposo y la velocidad de observador es la que varia.

Para cada uno de los casos se validan los resultados obtenidos, para esto se toma el resultado de
la transformada discreta de Fourier y se compara con el resultado de calcular la frecuencia perci-
bida con la ecuacion para el efecto Doppler en cada uno de sus casos. Se determina el error actual

de los datos obtenidos.

La validacion de modelo planteado se realiza contrarrestando los datos obtenidos al aplicar
la transformada discreta de Fourier con la solucién analitica de la ecuacion del efecto Doppler,
reemplazando cada uno de los pardmetros empleados. Obteniendo una tabla de valores que permite
analizar la efectividad del método y simulacién empleada, mostrando el margen de error en cada

uno de los casos y para cada una de las velocidades utilizadas.

time=0.268s

SNt

10 15 2 30 35

Figura 6.2.1: Pantallazo de la simulacion el efecto Doppler realizada en C++

Para la programacion del método se utiliza una grilla de 400 m x 40 m, 400 particiones para
x 'y 40 particiones en y, se considera un Az = 0,1 m y un Ay = 0,1 m también se toman dos
puntos de registro para evaluar cada caso, uno de ellos esta ubicado en la particién 80 y el segundo
en la particion 320; dichos puntos registran el paso de los frente de onda, para luego analizar la
frecuencia,amplitud, etc. Para la simulacion se asume que el medio de propagacion de la onda es el
aire, por lo cual se toma la velocidad del sonido en el aire como ¢ = 343 m/s, también se trabaja
con una frecuencia principal de 100 H z, frecuencia que es emitida por la fuente de sonido y que
esta dentro del rango de frecuencia audible del ser humano, es decir, esta entre los 20 Hz y los
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20,000 k£H z. La amplitud que se toma para la onda sonora es de 4,0 m y la variacion del tiempo
se asume como At = 0,0001.

Parametro Cantidad
Veloci 1 i
elocidad de. sonido en 343 m/s
el medio (v)
Frecuencia 100 Hz
Amplitud 4

Tabla 6.2.1: Parametros de la simulacién

Caso I: Observador en reposo y fuente se aleja del observador

Dado que la fuente se encuentra en movimiento, se realizan diferentes simulaciones variando
la velocidad de la fuente v3, la cual varfa entre 10 m /s y 60 m/s, en este caso el observador esta
inmévil, por lo cual, v, = 0 m/s. Para cada simulacion se mantienen los parametros expuestos
en la tabla 6.2.1. En primer instancia se realizan unas graficas, en la cuales se muestra la ampli-
tud en funcidn del tiempo, dichas graficas se muestran en la figura 6.2.3, en las cuales se puede
evidenciar que al aumentar el tiempo la amplitud de la onda disminuye,también existe una mayor
“dispersioniina menor comprension entre los frentes de onda a medida que la velocidad de la fuente
en movimiento aumenta. Esto implicaria segun los referentes tedricos que la frecuencia disminuye
a medida que la fuente de sonido se aleja de un observador en reposo.

08 ‘ ‘vS=10 m/s 08 ‘ ‘VS=30 m/s
0.6 1 0.6
04 ] 04
2 02 2 o2
ER T 0
< 02 < 02f
-04 -04
-0.6 + ] -0.6 +
-0.8 : : : -0.8 : : :
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
Tiempo (s) Tiempo (s)
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08 | 'v=30 m/s

Amplitud
o

0 0.05 0.1
Tiempo (s)

0.15

08 [ ‘ 'v=50 m/s
06 f
04 f
02t

Amplitud
S

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

0 0.05 0.1 0.15

Tiempo (s)

Amplitud

Amplitud

08 | ‘v5:40 m/s

0.2

0 0.05 0.1 0.15
Tiempo (s)
0.8 t ‘ 'v,=60 m/s

-0.8

0 0.05 0.1
Tiempo (s)

0.15

0.2

Figura 6.2.3: La fuente se aleja del observador en reposo, ¥, = 0 m/s. La fuente se mueve entre

velocidades de 10 m/s a 60 m/s

Para fortalecer el planteamiento anteriormente expuesto se procede a la aplicacion de la trans-
formada discreta de Fourier para los datos obtenidos, mostrando de esta manera la amplitud en

funcién de un dominio frecuencial, permitiendo hacer una comparacién entre la frecuencia princi-

pal y los demds picos de frecuencia obtenidos al realizar cada variacion en la velocidad. Mostrando
efectivamente la disminucién de la frecuencia a medida que la fuente se aleja.

0.35

0.3

0.25

Amplitud

V=10 mis
Vi=20 mis
Vi=30 mis
v.=40 m/s 4
Vi=50 m/s

Vi=60 mf ——

fl 4

Frecuencia (Hz)

Figura 6.2.4: Transformada Discreta de Fourier para el caso cuando la fuente se aleja del obser-

vador en reposo, la fuente se mueve a diferentes velocidades y emite una sefial con frecuencia de

100 H=
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Lo mostrado hasta el momento demuestra la efectividad del modelo, sin embargo, se hace nece-
sario contrarrestarlo analiticamente. Se emplea la ecuacién A.53 y se reemplazan los valores para
calcular la frecuencia f, percibida por el observador en reposo, es decir, se toma f, = 100 Hz,0 =
343 m/s y v, variando entre 10 m/s y 60 m/s. Dichos valores se encuentran en la tabla 6.2.2
como la frecuencia percibida f, valor tedrico, se calcula la diferencia de los valores obtenido para
establecer el error de eficacia de la simulacién propuesta, mostrando asi que para el caso donde la
fuente de sonido se aleja del observador en reposo el error no supera el 0, 59 %, concluyendo asi

que la simulacidn realizada funciona para el caso cuando la fuente se aleja de un observador en

reposo .
. Frecuencia percibida f,, | Frecuencia percibida f,
Velocidad ) . » .
(/s) segln la simulacién valor tedrico Error ( %)
(Hz) (Hz)
10 97,0874 97,16713881 0,082063557
20 94,167 94,49035813 0,342212828
30 92,5 91,95710456 0,590379009
40 90,0 89,55613577 0,495626822
50 87,5 87,27735369 0,255102041
60 85,0 85,11166253 0,131195335

Tabla 6.2.2: Frecuencia percibida por un observador en reposo cuando la fuente se aleja, compara-

cion entre frecuencia simulada y frecuencia tedrica.

Caso II: Observador en reposo y la fuente se acerca al observa-

dor

En este caso la fuente esta en movimiento, por lo tanto se consideran diferentes velocidades
para cada simulacién, dicha velocidad v; cambia entre 10 m /sy 60 m/s, se toman los pardmetros
expuestos en la tabla 6.2.1, con los resultados obtenidos se realizan las graficas correspondientes a
cada simulacién, planteando gréficas de la amplitud en funcién del tiempo, presentado una forma
de onda sinusoidal con poca variacion de la amplitud a través del tiempo, ver la Figura 6.2.6.
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Figura 6.2.6: La fuente se acerca a un observador en reposo, U, = 0 m/s. La fuente se mueve entre
velocidades de 10 m/s a 60 m/s

Posteriormente con los resultados obtenidos se procede a realizar la transformada discreta de
Fourier, consiguiendo pasar del dominio tiempo al dominio frecuencial, se obtiene el espectro
de frecuencias para cada simulacién realizada, evidenciando un aumento de frecuencia cuando la

velocidad con la que se acerca la fuente de sonido al observador también aumenta.
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Amplitud

100 105 110 115 120 125 130

Frecuencia (Hz)

Figura 6.2.7: Transformada Discreta de Fourier para el caso cuando la fuente se acerca al observa-

dor en reposo, la fuente emite una sefial con frecuencia de 100 H z

Esto reafirma que cuando la fuente de sonido se acerca la frecuencia percibida por el observador
es mayor, en la tabla 6.2.3 se muestra una comparacion entre la frecuencia calculada numéricamen-
te mediante la ecuacion A.53 y la frecuencia obtenida gracias a la simulacion, la diferencia obtenida
es muy pequefia, estableciendo un error inferior al 0,5 %. Concluyendo asi que la simulacion es

valida para el caso cuando la fuente se acerca a un observador en reposo.

. Frecuencia percibida f,, | Frecuencia percibida f,
Velocidad B . .. ‘.
(s) segtn la simulacion valor tedrico Error ( %)
(Hz) (Hz)
10 102,921 103,003003 0,079612245
20 105,837 106,1919505 0,334253644
30 110,0 109,5846645 0,379008746
40 113,334 113,2013201 0,117206997
50 116,669 117,0648464 0,338142857
60 121,219 121,2014134 0,014510204

Tabla 6.2.3: Frecuencia percibida por un observador en reposo y la fuente se mueve hacia €I,
frecuencia segin la simulacion y frecuencia tedrica.

Caso III: Observador y fuente se acercan entre si

En este caso se considera el movimiento tanto de fuente como observador acercandose entre si,
se realizan nuevamente seis simulaciones variando la velocidad de la fuente v, nuevamente entre

10 m/sy 60 m/s, la velocidad del observador se mantiene en todas las simulaciones como v, =
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20 m/s, los demas parametros a considerar son expuestos en la tabla 6.2.1. Se obtuvieron graficas

para cada simulacién, presentando la amplitud en funcién del tiempo, dichas representaciones estan

en la figura 6.2.9.
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Figura 6.2.9: La fuente y el observador se acercan entre si. El observador mantiene una velocidad

de ¥, = 20 m/s y la fuente se mueve entre velocidades de 10 m /s a 60 m/s

Se aplica transformada discreta de Fourier a los datos obtenidos, consiguiendo los espectros

frecuenciales para cada invariacién de velocidad, evidenciando un aumento en la frecuencia a
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medida que el observador y la fuente se acercan entre si considerando diferentes velocidades en

cada caso, a continuacion se presenta la transformada de Fourier para el caso trabajado.

0.3

025

Amplitud

Frecuencia (Hz)

Figura 6.2.10: Transformada Discreta de Fourier para el andlisis frecuencia en el caso cuando la

fuente y observador se acercan entre si, la sefial emitida por la fuente tiene una frecuencia de 100
Htz

) Frecuencia percibida f, | Frecuencia percibida f,
Velocidad ) ) . .
(/s) seglin la simulacion valor tedrico Error (%)
(Hz) (Hz)
10 108,974 109,009009 0,032115702
20 112,501 112,3839009 0,104195592
30 116,254 115,9744409 0,241052342
40 120,0 119,8019802 0,165289256
50 123,972 123,890785 0,065553719
60 128,702 128,2685512 0,337922865

Tabla 6.2.4: Frecuencia percibida simulada y tedrica, para el caso cuando fuente y observador se
acercan entre si

En la tabla 6.2.4 se presentan los resultados obtenidos para la frecuencia percibida por un
observador que se dirige hacia una fuente en movimiento, se presentan los datos correspondientes
a la simulacion y los datos obtenidos al reemplazar en la ecuacion 4.1 los variables a considerar,
es decir, v, = 20 m/s, fs = 100 Hz, ¥ = 343 m/s y la variacién de v;. Se puede constatar
la efectividad de la simulacién, ya que solo presenta un error inferior al 0,4 %, estableciendo su
validez para el caso cuando fuente y observador se acercan entre si.
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Caso IV: Fuente en reposo y observador se mueve hacia la fuente

En este caso a diferencia de los anteriores, la fuente permanece en reposo, por lo tanto v; =
0 m/s, en cambio el observador se mueve hacia la fuente con una velocidad que varia entre 10 m/s
y 60 m/s, las demds variables son consideradas en la tabla 6.2.1. Con las gréficas obtenidas, se
puede concluir que la amplitud de la onda sonora aumenta con el paso del tiempo ademds de
esto mantiene los frente de onda muy cerca unos de otros, ver figura F.4.5, infiriendo asi que la

frecuencia percibida por el observador aumenta a medida que éste se acerca a una fuente de sonido
inmovil.
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0.6 0.6
04 q 0.4 ]
g 02 r 1 3 02 ¥
E -0.2 E -0.2 t ]
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08 [ ‘ V=30 m/s 08 | ‘ V=40 m/s
0.6 1 0.6 |
04 q 04 ]
B 02 r :'é 02 §
5 0.2+ i E -0.2 |
-04 -04 ¢ ]
-0.6 -0.6
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Figura 6.2.11: El observador se acerca a una fuente de sonido inmévil, ¥s = 0 m/s. La velocidad
de la fuente varia entre 10 m/sy 60 m/s

Se realiza la transformada discreta de Fourier para obtener el espectro frecuencial y la frecuen-
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cia percibida por el observador en movimiento para cada simulacién realizada, en la Figura 6.2.12

se muestran los picos de frecuencia presentados.
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Figura 6.2.12: Transformada Discreta de Fourier para analizar el cambio de la frecuencia percibida

por un observador que se mueve hacia una fuente en reposo.

En la tabla 6.2.5 se muestran los resultados obtenidos para la frecuencia percibida tanto de
la simulacién como de la solucion numérica efectuada, presentando un error o diferencia entre
ambos inferior a 0, 2 %. Finalmente la simulacién se hace valedera para el caso cuando observador

se acerca a una fuente de sonido estacionaria.

. Frecuencia percibida . .
Velocidad . ) . Frecuencia percibida
segun la simulacion o Error ( %)
(m/s) valor tedrico (Hz)
(Hz)
10 102,921 102,9154519 0,005390935
20 105,833 105,8309038 0,001980716
30 108,751 108,7463557 0,004270777
40 111,67 111,6618076 0,007336815
50 114,584 114,5772595 0,005882952
60 117,511 117,4927114 0,015565757

Tabla 6.2.5: Frecuencia simulada y frecuencia tedrica para el caso cuando el observador se mueve
hacia una fuente en reposo

32



Capitulo 6. Desarrollo del proyecto

6.3. Discretizacion de la ecuacion de onda para medios disper-

Sivos

Considerando la ecuacién de onda para medios dispersivos

0?p(x,t) Op(x,t) 0?2 O¢(x,t) , 0?9 (z, 1) B
oz X o Ve o U o

La discretizacion se realiza utilizando diferencias centradas para dos dimensiones, en la apro-

ximacion para la segunda derivada, ya sea para variables de caracter temporal o espacial, es decir,
4.15, 4.16 y 4.25. Para la discretizacion de la primera derivada temporal, se emplean diferencias

regresivas, ecuacion 4.22, ya que esto permite de manera efectiva hallar la solucion del sistema.

Es de importancia resaltar que la ecuacion de onda se trabaja en dos dimensiones, por lo cual

es necesario, incorporar el componente espacial y, por tanto

Folw.y,t)  00(wyt) [0 9xyt) 0 0g(z.y 1)
12 o T\o2 ot 92 ot

(6.7)

Po(x,y,t)  Po(x,y,t)
o 2 v J y J _
! ( 0 oy ) !

Al realizar las aproximaciones correspondientes a cada uno de los términos de la ecuacién

anterior (ver Anexo E), se obtuvo la siguiente discretizacion, despejando el término ¢(z, y, t+ At),

Ax? *

o(z,y,t + At) = (At*0* + yAt) [

+¢(x7y + Ay7t) — 2¢($,y,t) + gZS(I‘,y B Ay7t>
Ay?

} — vAt-

Ax?

Ay?

- (XAt - 2)925(1:7 Y, t) + (XAt - 1)¢(ZE, y7t - At)
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Teniendo en cuenta el error de truncamiento de cada uno de los términos de la ecuacion 6.3 al

realizar la discretizacion, se obtiene un error general

E = + Ay?

12 ort

I o(x,6,1)\  XAL PP(w,y, 1)
oy* 2 ot?

_ACAL (91 y,t)  Olea,y.t)\ | AAE (O Olw.y,p)
12 ox* ox* 2 0x? ot?
(6.9)

+ 82 a2¢(l', Y, ,LL) - ’YAyZAt 84¢(ZL', 517 t) . 04§b(x, 527 t) +
Oy? ot? 12 oy* oy*

N At* 0'p(x, y, 1)
12 o

paraalgin e, ey, es € (v — Az, x + Ax), 1,8 € (y — Ay, y + Ay) y p € (t — At t + At)
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Teniendo la discretizacion de la ecuacion 6.7, se realiza la simulacion para los casos del efecto
Doppler, tomando como base el cddigo en C++ desarrollado para la validacion. Para cada caso
la velocidad de la fuente v; y observador v, varia entre 10 m/s y 60 m/s, respectivamente. Los

parametros empleados en la simulacion fueron los siguientes:

Parametro Cantidad
Velocidad del sonido ¢ (m/s) 343
Atenuacién por difusién vy (N - 55) | 1,8 x 107°
Atenuacion por viscosidad y ( Hz ) 0-10
Frecuencia (Hz) 100
Amplitud 4
Tiempo At (s) 0,0001

Tabla 7.0.1: Pardmetros empleados para la simulacion en medios dispersivos

Cabe resaltar que el parametro de atenuacion por viscosidad «y en el aire se mantiene invariante
en la simulacién para cada uno de los casos, ya que es una cantidad estipulada fisicamente. El
parametro de atenuacion por difusion Yy, el cual indica la pérdida de energia dado que la onda se
propaga en todas direcciones, mantiene variaciones entre 0 /72y 10 H z, como se puede ver en la
tabla 7.0.2 , la velocidad de la fuente v} y la velocidad del observador v, varian entre 10 m/s 'y
60 m/s dependiendo el caso.
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Coeficiente de atenuacion
L Valores
por difusion y (Hz)
X0 0
X1 2,5
X2 5
X3 7,5
X4 10

Tabla 7.0.2: Valores para el coeficiente de atenuacion por difusion

A continuacion se muestran los espectros de frecuencias obtenidos para cada uno de los casos,
aplicando la trasformada discreta de Fourier, para cada conjunto de datos resultantes de la simu-
lacidn, variando la velocidad del observador y fuente en movimiento segun el caso a desarrollar,
también se cambio el pardmetro de atenuacion por difusion. La transformada discreta de Fourier se
saca tomando los datos obtenidos y procesandolos en XmGrace, un programa que permite graficar
datos para su posterior andlisis. En el Anexo F se encuentran las gréficas de la amplitud en funcién
del tiempo, para cada uno de los casos y las velocidades respectivas.

7.1. Caso I: Observador en reposo y la fuente se aleja

En este caso la fuente se aleja del observador en reposo con diferentes velocidades que oscilan
entre los 10 m/s y 60 m/s, los pardmetros para la simulacién son los mencionados en la tabla
7.0.1 y el coeficiente de atenuacién por difusion cambia entre 0 Hz y 10 Hz. Inicialmente se
obtuvieron graficas de la amplitud en funcion del tiempo, para cada uno de los valores del coefi-
ciente de atenuacion por difusion teniendo en cuenta una velocidad diferente, en total resultaron

24 graficas, las cuales se encuentran en el Anexo F.

Cuando el coeficiente de atenuacién por difusiéon es Y = 0 Hz la onda sonora alcanza una
amplitud /3, que inicialmente alcanza valores —0,6 < 5 < 0,8 con una velocidad de 10 m/s, la
amplitud disminuye con el paso del tiempo, hasta alcanzar valores entre —0,57 < 8 < 0,5. En el
caso cuando la velocidad es de 60 m /s la amplitud se reduce hasta valores entre —0,3 < 5 < 0,25
y los frente de onda se alejan en cuanto mayor es la velocidad de la fuente en movimiento. Cuando
el coeficiente de atenuacion por difusion alcanza valores de 10 H z 1a amplitud disminuye a medida

que pasa el tiempo y se reduce mas rdpidamente cuando la velocidad es mayor.

Esto implicaria que a velocidades bajas la frecuencia que percibe el observador en reposo es

mucho menor en comparacioén a velocidades superiores, sin embargo, al presentarse una dismi-
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nucién en la amplitud de la onda sonora, se manifiesta pérdida de energia, dado que el medio es

dispersivo y por ende, el observador percibira un frecuencia baja a medida que la fuente en movi-
miento se aleja.

En el espectro frecuencial de la onda sonora se puede observar un corrimiento de las frecuencias
con relacion a la frecuencia caracteristica de 100 H z, dichas frecuencias disminuyen a medida que

la velocidad aumenta, como se puede ver en la figura 7.1.2, presentado un corrimiento a bajas
frecuencias.
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Figura 7.1.2: Espectro de frecuencias cuando una fuente en movimiento se aleja de un observador

en reposo.

Como se puede evidenciar en las graficas anteriores, la onda alcanza una mayor amplitud
cuanto mayor es la velocidad, ademdas a medida que el coeficiente de atenuacién aumenta la
amplitud con relacion al pico de mayor frecuencia también aumenta. En el caso y = 0 Hz
la amplitud § varfa entre 0,2076 < 8 < 0,2820, con x = 2,5 Hz la amplitud varia entre
0,2147 < B < 0,2905,para y = 5 Hz la amplitud varia 0, 2221 < 8 < 0,2980,con y = 7,5 Hz
la amplitud posee valores entre 0, 2296 < # < 0,3051 y por dltimo para y = 10 H z la amplitud
varia entre 0, 2373 < 8 < 0,3137. De este modo, el coeficiente de atenuacion por difusion afecta
en los cambios de amplitud presentados por la onda sonora,presentado una relacién de proporcio-
nalidad directa entre el coeficiente de atenuacion por difusion y la amplitud, ya que la amplitud

aumenta a medida que aumenta este coeficiente.

Velocidad (m/s) | x =0Hz | x =20 Hz | x=5Hz | x=75Hz | x=10 Hz
10 97,1048 97,109 97,1134 97,1161 97,1185
20 94,1853 94,1928 94,2029 94,2173 94,2202
30 92,5351 92,5339 92,5424 92,5499 92,5449
40 90,0281 90,0125 90,0236 90,03 90,048
50 87,5211 87,5242 87,5422 87,5442 87,5524
60 85,0458 85,036 85,0422 85,0432 85,0562

Tabla 7.1.1: Valores de la frecuencia en el caso cuando la fuente se aleja del observador en reposo

El espectro de frecuencias muestra un corrimiento a bajas frecuencias respecto a la frecuen-
cia caracteristica tomada en la simulaciéon 100 Hz, este corrimiento se puede evidenciar en la

tabla 7.1.1. Se pueden observar dos situaciones, la primera es que a medida que el coeficiente de
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atenuacion por difusién aumenta para una velocidad determinada la frecuencia percibida por el
observador también aumenta permaneciendo por debajo de 100 H z, presentando una variacién
baja. Por otro lado, para cualquier valor de  al incrementar la velocidad con la que se aleja la
fuente, la frecuencia percibida por el observador disminuye, es decir, que a medida que la fuente
se aleja con mayor velocidad el observador percibe una frecuencia cada vez menor. La frecuencia
percibida f, cuando x = 0 Hz toma valores entre 85,0458 < f, < 97,1048, para y = 2,5 Hz
entre 85,036 < f, < 97,109, con y = 5 Hz valores entre 85,0422 < f, < 97,1134, pa-
rax = 7,5 Hz entre 85,0432 < f, < 97,1161 y por dltimo para y = 10 Hz varia entre
85,0562 < f, < 97,1185; la variacién de los intervalos de frecuencia percibida cambian muy
poco debido al medio de propagacién de la onda.

Al comparar los datos de la tabla 6.2.2 y la tabla 7.1.1 los valores de la frecuencia que escucha
el observador aumentan, es decir, la frecuencia que percibe es mayor en medios dispersivos y
menor en medios no dispersivos, sin embargo, mantiene el mismo comportamiento, a medida que

la velocidad de la fuente aumenta la frecuencia que percibe el observador disminuye.

7.2. Caso II: Observador en reposo y la fuente se acerca al ob-

servador

En el caso cuando la fuente en movimiento se acerca a un observador en reposo, se utilizan los
pardmetros expuestos en la tabla 7.0.1 para su simulacién, variando de igual modo la velocidad de
la fuente de sonido entre valores de 10 m/s—60 m/s, también se varia el coeficiente de atenuacion
por difusion entre 0 2z y 10 Hz, las graficas de amplitud en funcion del tiempo se pueden ver en
el Anexo F.2, se obtuvieron graficas para cada uno de los coeficientes de atenuacion por difusion

utilizados para cada velocidad respectiva.

Al considerar Y = 0 Hz y una velocidad de 10 m/s la amplitud permanece invariante con el
paso del tiempo tomando valores entre —0,2 < g < 0, 2, hasta que la fuente toma una velocidad
mayor a 30 m/s se evidencia un cambio leve en la amplitud al transcurrir el tiempo, con v, =
60 m/s la amplitud toma valores inicialmente entre —0,2 < [ < 0,2 y alcanza valores entre
—0,3 < B < 0,3. El intervalo de variacion de la amplitud aumenta conforme el coeficiente de
atenuacién por difusion y la velocidad de la fuente aumentan, cuando y = 10 Hz y la velocidad
de la fuente es de vy = 10 m/s la amplitud toma valores entre —0,23 < [ < 0,23 sin variar
con el paso del tiempo, al tomar una velocidad v; = 60 m/s la amplitud toma valores iniciales
entre —0,24 < [ < 0,24 y logra valores entre —0,4 < [ < 0,4. Lo anterior implica que la

amplitud aumenta con el paso del tiempo y toma una mayor variacion a velocidades altas, ademas
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el intervalo de variacion de la amplitud es mds grande a medida que incrementa el coeficiente de
atenuacion por difusion. El aumento de la amplitud implicaria que la frecuencia percibida por el
observador es mayor a medida que la fuente de sonido se acerca a éste, la frecuencia es mayor
cuanto mas rapido se acerque la fuente al observador en reposo.
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Figura 7.2.2: Espectro de frecuencias figura cuando la fuente se acerca un observador en reposo.
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En el espectro de frecuencias en la figura 7.2.2, se puede evidenciar un corrimiento hacia al-
tas frecuencias respecto a la frecuencia caracteristica de la simulacién 100 H z, la frecuencia es
mayor cuanto mas rapido se acerca la fuente al observador en reposo. Para cada coeficiente de
atenuacion por difusion la amplitud con relacién a los picos mds altos de las frecuencias tiene
cierta variacién , presentando una reduccién de la amplitud a medida que la frecuencia aumen-
ta, que la velocidad aumenta. En el caso cuando y = 0 Hz la amplitud obtiene valores entre
0,2647 < B < 0,3524 siendo el mds bajo para v, = 60 m/s, para x = 5 Hz la amplitud varia
entre 0,2731 < B < 0,3674, con x = 7,5 Hz toma valores entre 0, 2761 < 3 < 0,3762 por
ultimo para x = 10 Hz la amplitud varia entre 0, 2803 < [ < 0, 3855, lo anterior implica que
a medida que el coeficiente de atenuacion por difusién aumenta el intervalo de variaciéon de la
amplitud se hace més grande, donde para los picos de frecuencia méas alto se presenta una menor
amplitud. Si el coeficiente de atenuacion por difusion y la velocidad de la fuente aumentan, el pico

de frecuencia més alto para cada caso muestra una disminucion en la amplitud de la onda.

Velocidad (m/s) | x =0Hz | x =20 Hz | x=50Hz | x=70Hz | x=10Hz
10 102,961 102,944 102,948 102,967 102,993
20 105,87 105,858 105,884 105,911 105,916
30 110,046 110,043 110,049 110,051 110,069
40 113,365 113,363 113,386 113,412 113,43
50 116,722 116,723 116,868 116,718 116,736
60 120,078 120,083 120,086 120,072 120,097

Tabla 7.2.1: Valores de la frecuencia percibida por un observador en reposo cuando una fuente se

acerca.

En la tabla 7.2.1 se muestra el valor de la frecuencia percibida por un observador en reposo
cuando una fuente de sonido se acerca, considerando diferentes velocidades y distintos valores
para el coeficiente de atenuacion por difusion.Para y = 0 Hz la frecuencia f, toma valores entre
102,961 < f, < 120,078, cuando y = 2,5 H z la frecuencia varia entre 102,944 < f, < 120, 083,
para y = 5 Hz valores 102,948 < f, < 120,086, cuando x = 7,5 Hz toma valores 102,967 <
fo < 120,072y por ultimo cuando y = 10 H z la frecuencia varia entre 102,993 < f, < 120, 097.
Se puede analizar que cuando la fuente mantiene una velocidad constante la frecuencia que el
observador percibe aumenta, asi sea muy poco, a medida que el coeficiente de atenuacién por di-
fusion aumenta. Por otro lado,para cualquier valor del coeficiente de atenuacion, al incrementar
la velocidad la frecuencia aumenta, esto debido a que cuando mas ripido la fuente se acerque al

observador, los frente de onda estardn cada vez mads juntos.
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Al revisar los resultados obtenidos en la tabla 6.2.3 y en la tabla 7.2.1, la frecuencia percibida
en un medio no dispersivo respecto a un medio dispersivo es menor, presentando una variacion
baja de un medio a otro. Sin embargo, conservan un mismo comportamiento pues al aumentar la
velocidad la frecuencia que el observador percibe también aumenta.

7.3. Caso III: Observador y fuente se acercan entre si

En este caso la fuente de sonido y el observador se encuentran en movimiento, se acercan entre
si. Para la fuente se toman velocidades entre 10 m /sy 60 m/s mientras que el observador mantie-
ne una velocidad v, = 20 m/s, las graficas de la variacion de la amplitud en funcién del tiempo se
encuentran en el Anexo F.3, estas grificas se muestran para cada uno de los valores del coeficiente

de atenuacion por difusion evaluando las seis velocidades diferentes.

Cuando x = 0 Hz la amplitud tiene una variacién muy leve al paso del tiempo, se presenta un
incremento en la amplitud de la onda a partir de ¢ = 0,05 s, si vs = 10 m/s la amplitud toma va-
lores iniciales entre —0,2 < 3 < 0, 2 hasta tomar valores entre —0, 22 < § < 0, 22, al considerar
vs = 60 m/s la amplitud inicia entre —0,2 < 3 < 0, 2 hasta lograr valores entre —0,4 < § < 0, 4,
para el caso cuando x = 10 H z la amplitud para una velocidad vs = 10 m/s toma inicialmente
valores—0,23 < < 0,23 hasta —0,28 < < 0,28, al considerar v; = 60 m/s la amplitud
toma valores entre —0, 28 < § < 0,28 y alcanza valores entre —0,5 < 3 < 0, 45. Para cualquier
valor del coeficiente de atenuacion por difusion y la amplitud aumenta con el paso del tiempo y se
observa un cambio mas notorio al incrementar la velocidad, ademas si el coeficiente de atenuacidén
por difusién aumenta el intervalo de la variacion de la amplitud también se hace mds grande. En
general, existe un aumento de la amplitud a medida que la fuente y el observador se acercan entre
si, provocando que el observador perciba una frecuencia alta a medida que se acercan mutuamente
fuente y observador.
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Figura 7.3.2: Espectro de frecuencias cuando el observador y la fuente se acercan entre si.

En el espectro de frecuencias de la figura 7.3.2 se puede evidenciar un aumento progresivo
de la frecuencia percibida al variar tanto velocidades y coeficiente de atenuacién por difusion, es
decir, que a medida que fuente y observador se acercan entre si se presenta un corrimiento a al-
tas frecuencias respecto a la frecuencia caracteristica de 100 / z tomada para la simulacion. Para
cada uno de los espectro de la frecuencia se tomaron los picos mds altos de estd, presentando un
aumento en la amplitud a medida que la velocidad aumenta, en el caso de chi = 0 Hz la am-
plitud varia entre 0,1190 < 8 < 0,2127 y cuando x = 10 Hz la amplitud toma valores entre
0,1276 < B < 0,2347. Lo anterior muestra que al aumentar el coeficiente de atenuacién por di-

fusion el intervalo de variacion de la amplitud es mayor, mostrando un aumento con relacién a la
velocidad de la fuente de sonido y el observador.

En la tabla 7.3.1 se muestra el valor de la frecuencia que percibe el observador cuando fuente y
observador se acercan entre si, se puede analizar que para una determinada velocidad la frecuencia
aumenta a medida que el coeficiente de atenuacidn por difusién aumenta. La frecuencia percibida

fo tiene variaciones al incrementar la velocidad, presentando un aumento en la misma, cuando
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x = 0 Hz la frecuencia toma valores entre 109, 174 < f, < 127,539, para x = 2,5 Hz valores
entre 109,219 < f, < 127,543, con y = 5 Hz valores 109,246 < f, < 127,575, para y =
7,5 Hz valores 109,253 < f, < 127,59 y por dltimo para y = 10 Hz la frecuencia percibida
varia entre 109, 262 < f, < 127,608, se evidencia un aumento en el intervalo de variacién de la
frecuencia a medida que el coeficiente de atenuacion por difusién aumenta ya ademas se observa

que la frecuencia aumenta con respecto a la frecuencia caracteristica de los 100 H z.

Velocidad (m/s) | x =0Hz | x =250 Hz | x=5Hz | x=75Hz | x=10 Hz
10 109,174 109,219 109,246 109,253 109,262
20 112,525 112,532 112,556 112,592 112,604
30 116,23 116,276 116,309 116,312 116,34
40 120,024 120,056 120,062 120,091 120,11
50 122,965 122,973 122,996 122,991 123,03
60 127,539 127,543 127,575 127,59 127,608

Tabla 7.3.1: Frecuencia percibida por el observador cuando fuente y observador se acercan entre
si.

Al analizar los resultados obtenidos en la tabla 6.2.4 cuando el medio no es dispersivo y la
tabla 7.3.1 cuando el medio es dispersivo, la frecuencia presenta un aumento en este ultimo medio
con relacion al primero, manteniendo un mismo comportamiento, es decir, que la frecuencia que
percibe el observador es mayor a medida que fuente y observador se acercan entre si, siendo mayor

al incrementar la velocidad.

7.4. Caso IV: Fuente en reposo y el observador se acerca hacia

la fuente

En este caso a diferencia de los anteriores la fuente de sonido permanece inmdvil mientras que
el observador se acerca variando su velocidad entre 10 m /sy 60 m/s, se obtuvieron grificas de la
amplitud en funcién del tiempo, dichas grafica se pueden ver en el Anexo F.4.

En el caso de Y = 0 Hz la variacion de la amplitud es muy poca para cualquier velocidad,
oscilando entre valores entre —0,2 < 3 < 0,2 para v, = 10 m/sy para v, = 60 m/s inicialmente
toma valores entre —0,2 < [ < 0,2 hasta alcanzar valores entre —03 < ($ < 0,3, cuando
X = 10 Hz la amplitud para una velocidad v, = 10 m/s varia entre valores —0,25 < § < 0,25
y cuando v, = 60 m/s toma valores iniciales entre —0,25 < [ < 0,25 hasta lograr valores
entre —0,38 < 8 < 0, 38, se puede considerar que la amplitud de la onda aumenta a medida que

44



Capitulo 7. Resultados

pasa el tiempo, se ve afectada por la velocidad del observador y por el aumento del coeficiente de

atenuacion por difusion.
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Figura 7.4.2: Espectro de frecuencias cuando el observador se acerca a una fuente en reposo.
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En el espectro de frecuencias, figura 7.4.2, se muestran los resultados de la frecuencia que
percibe un observador cuando se acerca a una fuente de sonido en reposo, se puede observar que
para cualquier valor del coeficiente de atenuacion por difusion la amplitud no sufre grandes va-
riaciones para el conjunto de velocidades evaluadas, tomando valores entre 0,33 < 3 < 0, 38. Se
observa un corrimiento hacia altas frecuencias respecto a al frecuencia caracteristica de 100 Hz
a medida que aumenta la velocidad. En la tabla 7.4.1 se muestra el valor de la frecuencia perci-
bida por un observador que se acerca a una fuente en reposo, cuando Y = 0 Hz la frecuencia f,
aumenta tomando valores entre 102,95 < f, < 117,517, para x = 2,5 H=z toma valores entre
102,953 < f,117,523, con y = 5 H z la frecuencia aumenta entre 102,952 < f, < 117,531, para
x = 7,5 Hz valores entre 120,962 < f, < 117,53 y por ultimo para x = 10 Hz la frecuencia
que percibe el observador aumenta tomando valores entre 102,971 < f, < 117,57, el aumento
del coeficiente de atenuacion por difusion implica un aumento en el intervalo de la variacion de
la frecuencia, dicha frecuencia aumenta a medida que incrementa la velocidad del observador. Por
otro lado, si se considera una velocidad particular la frecuencia aumenta muy poco a medida que

aumenta el coeficiente de atenuacion por difusion.

Velocidad (m/s) | x =0Hz | x=20Hz | x=b0Hz | x=75Hz | x=10Hz
10 102,95 102,953 102,952 102,962 102,971
20 105,861 105,876 105,875 105,869 105,896
30 108,772 108,799 108,778 108,798 108,976
40 111,683 111,699 111,703 111,705 111,721
50 114,606 114,622 114,627 114,634 114,645
60 117,517 117,523 117,531 117,563 117,57

Tabla 7.4.1: Frecuencia percibida por un observador que se acerca a una fuente en reposo.

Los resultados obtenidos en un medios no dispersivo, revisar tabla 6.2.5, muestran también un
aumento de la frecuencia cuando aumenta el coeficiente de atenuacién por difusion y la velocidad
del observador, esto sucede de igual modo en un medio dispersivo, tal como se puede evidenciar

el la tabla 7.4.2, aunque en este dltimo los valores son un poco mayores.
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El cambio de frecuencia en el medio dispersivo, no fue tan notorio porque se tomo como
medio el aire, por lo cual la variacion de la frecuencia ajustando los pardmetros de atenuacion

es muy baja.

La discretizacion de la ecuacion de onda mediante diferencias finitas regresivas y centradas,
permite modelar de manera efectiva el efecto Doppler, presentando un error real inferior al
1%, comparando los resultados obtenidos en la simulacién como los encontrados analitica-

mente..

En un medio dispersivo cuando la fuente de sonido se aleja del observador en reposo, se pre-
senta un corrimiento hacia bajas frecuencias respecto a la frecuencia caracteristica a medida
que la velocidad aumenta, esto implica que el observador percibird una frecuencia menor a

medida que la fuente se aleja incrementando su velocidad.

Cuando la fuente se aleja del observador en reposo, a medida que aumenta el coeficiente de
atenuacion por difusién y la velocidad, la amplitud de la onda disminuye, esto da lugar para
que la frecuencia que percibe el observador sea menor cuanto mas rapido se aleja la fuente

en movimiento.

El coeficiente de atenuacion por difusion en un medio dispersivo, hace que la frecuencia
que percibe un observador en reposo sea un poco mayor a la que presenta en un medio
no dispersivo, sin embargo, en ambos medios se presenta el mismo comportamiento, es
decir, que a medida que la fuente se aleja la frecuencia que percibe el observador en menor,

mostrando una mayor disminucion a velocidades altas.

En un medio dispersivo cuando la fuente se acerca a un observador en reposo, se experi-

menta un cambio de amplitud con el paso del tiempo, presentado a su vez un aumento en
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la frecuencia percibida por el observador, dicho aumento es mds notorio a medida que el

coeficiente de atenuacién por difusion y la velocidad aumentan.

En un medio dispersivo cuando la fuente se acerca a un observador en reposo, en el es-
pectro de frecuencias se evidencia un corrimiento hacia altas frecuencias con relacién a la
frecuencia caracteristica de 100 H z llegando a tomar valores de 120,097 H z para valores

de velocidad y coeficiente de atenuacion por difusion altos.

En un medio no dispersivo y en uno dispersivo, cuando la fuente se acerca a un observador
en reposo, la frecuencia que percibe el observador es mas alta a medida que la fuente se

mueve rapidamente hacia este.

En un medio dispersivo cuando fuente y observador se acercan entre si, la amplitud de la
onda aumenta, presentado una variacion mas notoria cuando aumenta la velocidad, ademéas
el intervalo de variacion de la amplitud es més grande a medida que aumenta el coeficiente

de atenuacion por difusion.

En el espectro de frecuencias cuando fuente y observador se acercan entre si, se presenta un
corrimiento hacia altas frecuencias respecto a la frecuencia especifica de 100 H z, llegando
a tomar valores entre 109, 174 Hz y 127,608 H z, dependiendo del valor para el coeficiente
de atenuacion por difusion, ya que este a medida que aumenta hace que el intervalo de la

frecuencia percibida por el observador sea mayor.

Tanto en medios dispersivos como en medios no dispersivos, a medida que la fuente y obser-
vador se acercan entre si, la frecuencia percibida por el observador es mayor, aunque cabe

resaltar que en medios dispersivos la frecuencia manifiesta una variacion un poco mayor.

En un medio dispersivo cuando el observador se acerca a una fuente de sonido inmdvil,la
onda presenta un aumento de la amplitud cuanto mayor es el coeficiente de atenuacién por y
la velocidad, por lo cual el observador percibe una mayor frecuencia a medida que se acerca,

mostrando un mayor agrupamiento de los frente de onda.

El espectro de frecuencias cuando el observador se acerca a una fuente en reposo, muestra un
corrimiento hacia altas frecuencias respeto a la frecuencia caracteristica de 100 H z, tomando
valores entre 102,95 Hzy 117,17 Hz, los cuales incrementa a medida que la velocidad y

el coeficiente de atenuacion aumentan.

En un medios dispersivo y en uno no dispersivo, la frecuencia que percibe un observador
aumenta a medida que éste se acerca a la fuente de sonido inmdvil, tomando inicialmente

valores muy cercanos a la frecuencia caracteristica.
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Capitulo 8. Conclusiones

49

= El efecto Doppler en medios dispersivos, tiene un pequeiia variacién en la frecuencia perci-
bida por un observador, un pequefio incremento en relacion a lo presentado en un medio no
dispersivo, dicha variacion se evidencia cuando una fuente de sonido se aleja o acerca a un
observador en reposo, cuando fuente y observador se acercan entre si, por tltimo cuando el
observador se acerca a una fuente en reposo.



Capitulo 9
Recomendaciones

= Para proximos estudios tener en cuenta otro medio de propagacion y considerar velocidades
mads altas, para tener resultados mds precisos en el espectro de frecuencias de cada caso del
efecto Doppler.

= Desarrollar el proyecto empleando otro método numérico para la simulacién, para lograr
evaluar la efectividad de los resultados obtenidos con el método de diferencias finitas y

compararlos con los resultados que arroje otro método.

= Utilizar otro lenguaje de programacion que permite un desarrollo mds sencillo y eficaz para

la modelacion de los casos del efecto Doppler en medios dispersivos.
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Anexo A

Deduccion de las ecuaciones del efecto
Doppler

En esta seccion se presenta la deduccién paso a paso de las ecuaciones para cada uno de los
casos del efecto Doppler, dicho fenémeno estudia el cambio de frecuencia aparente de una onda,

dicha vibracién es producida por el movimiento relativo entre fuente y observador.

En la vida cotidiana se puede observar la presencia del efecto Doppler, por ejemplo, el sonido
producido por una ambulancia, la frecuencia que percibe un observador cuando la ambulancia se

acerca es mas alta que la frecuencia que escucha cuando se aleja la ambulancia.

El objetivo de esta seccion es deducir las ecuaciones para cada caso del efecto Doppler, permi-
tiendo establecer la relacién entre la frecuencia percibida, la frecuencia emitida y la velocidad de

fuente y observador, con respecto a la velocidad del medio de propagacién de la onda.

Antes de comenzar se tendrd en cuenta que si v es la velocidad de propagacion de la onda, A es

la longitud de onda y f es la frecuencia, entonces tenemos que

v
" (A.1)

De lo cual se deduce que

=1
(%

(A.2)
Estableciéndose que la frecuencia tiene una relacion inversa con el concepto de longitud de onda,
a mayor frecuencia menor longitud de onda y viceversa. Cuando las ondas viajan de un medio a
otro, por ejemplo, de aire a agua, la frecuencia de la onda se mantiene constante, cambiando la
longitud de onda y la velocidad.
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Anexo A. Deduccion de las ecuaciones del efecto Doppler

A.1. Fuente y Observador en reposo

\ A \ 0,=0m/s
N2 \
v, =0m/s — \
C]dl \ \ \ \i\
@ RN G M “
] - pp— 7 ‘ > 2
Fuente ‘

.
e ———

|
| Observador

y
4

Figura A.1.1: Fuente y observador en reposo.

La fuente emite frentes de onda esféricos a una frecuencia f,, como fuente y observador estan
en reposo, sus velocidades son nulas, es decir, vs = 0y v, = 0, siendo ¥, la velocidad de la fuente

y ¥, la velocidad del observador. Por lo tanto, la frecuencia observada, f,, es igual a la frecuencia
de la fuente f.

fo=1s (A.3)

A.2. Fuente en reposo y observador en movimiento

Si la fuente esta en reposo, la onda viaja a la rapidez del sonido en el medio, generalmente el
aire, U, la cual es independiente a la velocidad de la fuente o el observador.

Con una fuente fija y un observador en movimiento, la distancia entre cada cresta de onda,
permanece invariante, entonces los frente de onda estardn siempre a una misma distancia. Pero, la

velocidad de la onda, con respecto al observador cambia, siendo ésta una velocidad relativa.
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Anexo A. Deduccion de las ecuaciones del efecto Doppler

A.2.1. El observador se mueve hacia la fuente

\ A\¢fo

Fuente Observador

Figura A.2.1: El observador se acerca a una fuente de sonido en reposo.

Si el observador se dirige a la fuente, el tono escuchado es mas alto que el emitido por la fuente,

luego la frecuencia sera mayor.

La fuente emite una onda sonora con una frecuencia f; por la expresion A.2 se tiene

—

_ v
 fs

Si el observador se mueve hacia la fuente, con una velocidad v,. La velocidad relativa v, de las

A (A.4)

ondas con respecto al observador es:
v, = U+ U, (A.5)

La frecuencia escuchada seguin la ecuaciéon A.1 es:

—

(o
= = A.6
fo=5 (A6)
Reemplazando la expresion A.5 en A.6
7+ v,
= A7
fo=— (A7)
Ahora, sustituimos la ecuaciéon A.4 en A.7
v+ v,
Jo=—3 (A.8)
fs
Quedando
U+ v,
Jo= ( = ) [s (A.9)

La frecuencia percibida por el observador es mds alta que la frecuencia de la fuente, porque la
velocidad relativa del observador y de la onda es mayor que la velocidad ¢’ de la onda (FUENTE).
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Anexo A. Deduccion de las ecuaciones del efecto Doppler

A.2.2. El observador se aleja de la fuente

\\
A

da=10m/

Fuente // Ob967 vadm

Figura A.2.2: El observador se aleja de la fuente en reposo.

La velocidad relativa en este caso, esta dada por:

v, = U — U, (A.10)

Uy
fo=+ (A.11)

fo= (A.12)

ﬂ=v~ (A.13)
A

Asi, la frecuencia percibida por el observador cuando se aleja de la fuente esta dada por

v — U,
ﬁz( q)ﬂ (A.14)
U
Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en A.9 y A.14, la frecuencia cuando el observador
esta en movimiento es: N
U+ v,
Jo= ( ) I (A.15)
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Anexo A. Deduccion de las ecuaciones del efecto Doppler

A.3. Observador en reposo y fuente en movimiento

Cuando la fuente se mueve hacia el observador, los frentes de onda cambian, luego la longitud

de onda entre ellos también se modifica.

A.3.1. La fuente se mueve hacia el observador

v, =0m/s

*’ — - @
Fuente Observador
ds
o

Figura A.3.1: El observador en reposo y la fuente de sonido se acerca a éste.

Sea vy la velocidad con la cual la fuente se acerca al observador, teniendo en cuenta que por el
movimiento rectilineo uniforme, se tiene:

U= % (A.16)
Sea d la distancia que se ha movido la primer cresta de la onda, asi
d=T-v (A.17)
Donde:
= T": tiempo de emision entre crestas (Periodo).
= ¢ : velocidad de la onda sonora en el aire.
Dicha distancia d es igual por definicidn, a la longitud de onda en ese instante, luego
d=T 7=\ (A.18)

Por otro lado, considerando la expresion A.16, la fuente se ha desplazado una distancia d;
respecto al punto de partida, luego :
ds =T - vy (A.19)
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Anexo A. Deduccion de las ecuaciones del efecto Doppler

Asi, la distancia percibida por el observador, viene dada por:
N =d-—d, (A.20)
Reemplazando la expresiones A.18 y A.19 en A.20
N=A-T-v,

Teniendo en cuenta que en el movimiento ondulatorio, el periodo 7" es inverso a la frecuencia f,

es decir, ,
T=— (A.21)
f
Considerando la ecuacidon A.1, se tiene
A
T=2%= (A.22)
U
Reemplazando el resultado obtenido en la ecuaciéon A.3.1
A
N=\—= v (A.23)
U
Factorizando ) de la ecuacién A.23, se tiene
: Us
N=A1-= (A.24)
U
Reescribiendo
, U — v_;
A=A (A.25)
Considerando la ecuacién A.2, la ecuacion A quedarla
N U
= — (A.26)
()
Quedando finalmente
U=
N = d (A.27)
[s
Asf la frecuencia que percibe el observador, f,, esta dada segtin la expresiéon A.1 por:
U
fo= I\ (A.28)
Sustituyendo la ecuacién A.27 en A.28
fo= s (A.29)
fs
Quedando
U
fo: (’U— ) fs (A.30)

Como v > v — vy, entonces f, > fs, lo que implica que la frecuencia observada es mayor que la
frecuencia emitida por la fuente, cuando la fuente se acerca al observador en reposo.
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Anexo A. Deduccion de las ecuaciones del efecto Doppler

A.3.2. La fuente se aleja del observador en reposo

v, =0m/s

) |

Observador

" /
Figura A.3.2: Fuente de sonido se aleja del observador en reposo

La rapidez de la fuente es v3, en este caso la longitud de onda, \’, que percibe el observador

tendrd un signo negativo en d,, ya que la fuente se aleja en direccién opuesta al observador
N =d— (—d,) (A.31)

Asi,
N =d+d, (A.32)

Teniendo en cuenta las expresiones A.18 y A.19, se reemplaza en la ecuacién A.32

—

N=A+T- v (A.33)

Considerando la ecuacién A.22, se tiene:

N= A+ AZ (A.34)

v

Factorizando )\ en A.34 .
N = A (1 4 “j) (A.35)

v

Reescribiendo: -
N =\ (“ +f’5> (A.36)

v

U
fo=+ (A.37)
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Anexo A. Deduccion de las ecuaciones del efecto Doppler

Sustituyendo A.36 en A.37

U
= —— A.38
kxE 40
Teniendo en cuenta A.2 .
U
fo= 5777 (A.39)
A ( b1 )
Simplificando
U
fo= 5 (A.40)
fs
Finalmente,
U
o=\ == /s A4l
() s
Apreciando A.35, se tiene que
1%y (A.42)
U+ Vg U

entonces f, < f.

Infiriendo de manera general, que la frecuencia cuando la fuente se mueve, esta dada conforme
aA.30y A4l, por:
U

— (A.43)
U F U

fo:

A.4. Fuente y observador en movimiento

A.4.1. Fuente y observador se acercan entre si

Cuando la fuente y observador se acercan uno al otro con una velocidad v y v,, respectiva-
mente. La velocidad relativa del observador con relacién a la onda es:

v, =T+, (A.44)

La longitud de onda percibida por el observador es:

U — U,
N = - (A.45)
Js
Teniendo presente la ecuacion A.1, se sustituyen A.44 y A.45
Uy
fo=~ (A.46)
Quedando,
f, =l (A47)
fs

60



Anexo A. Deduccion de las ecuaciones del efecto Doppler

Finalmente,

17_5

U+ v,
fo: ( _?) fs (A48)
Suponiendo que v — v; < U + v, entonces f, > f,. Por tanto, la frecuencia percibida aumenta

cuando la fuente y el observador se acercan entre si.

A.4.2. Fuente y Observador se alejan entre si

Si fuente y observador se alejan uno del otro con una velocidad v; y v,, respectivamente. La

velocidad relativa del observador con relacion a la onda es:
v, = U — U, (A.49)

La longitud de onda percibida, tal como se analizo en el apartado anterior es:

N = % (A.50)
La frecuencia escuchada por el observador esta dada por
fo =2 (A.51)
fs
Quedando,
i,
fo= ( 5T 17) s (A.52)

Por tanto, la frecuencia disminuye cuando la fuente y el observador se alejan entre si, ya que
U — v, < U+ vy, lo cual implica que f, < f;
A.5. Generalizacion

De forma general, la siguiente ecuacion establece todos los casos anteriormente mencionados:

fo= (61?’) s (A.53)

U F v,

Los signos superiores hacen referencia cuando la fuente y el observador se acercan entre si, mien-

tras que los signos inferiores implican que se alejan.

La frecuencia es mayor conforme el observador y la fuente se acercan entre si y mas baja

conforme se alejan.
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Anexo B

Ecuacion de onda

B.1. Ecuacion de onda lineal

La ecuacion de onda lineal permite describir completamente un movimiento ondulatorio y
puede ser aplicada para el estudio de gran variedad de ondas. En este apartado se deducird la

ecuacion de onda para una cuerda (Boyce, 1998).

U

X X+ Ax X

Figura B.1.1: Cuerda. Deduccion de la ecuacion de onda lineal.

Suponiendo que la amplitud de la onda que se propaga en la cuerda es pequefia en comparacion
con la longitud de onda, consideraremos que cada punto se mueve unicamente de manera vertical
y ademads que la masa de la cuerda por unidad de longitud es constante, es decir la densidad de

masa.
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Anexo B. Ecuacion de onda

Inicialmente se toma un trozo de la cuerda, del punto A al punto B de longitud Ax y masa
m = pulAx (B.1)

donde 1 es la masa de la cuerda por unidad de longitud. Se debe tener en cuenta que la cuerda esta
sometida a una tensién 7' y por ende actian fuerzas tangenciales T, y Ty que pasan por los puntos
Ay B, respectivamente. Dichas fuerzas forman dngulos muy pequefios con la horizontal o el eje

x, los dngulos ay 3, como se puede evidenciar en la Figura B.1.2.

Luego, se determinan las fuerzas que actian en los componentes = y y, para esto se realiza la

descomposicion vectorial de 771 y 15,

U A

-
>

X X+ Ax X

Figura B.1.2: Descomposicion vectorial de fuerza aplicada a una cuerda de longitud Azx.

Donde: .
T - _
sina = —¢ = Tiyy=1T sina (B.2)
I
Tis S
cosa = —i = T, =1 cosa (B.3)
T
. i T;y T T :
sin f = —= = Ty, =T, -sinf (B.4)
Ty
T L
cosf = % = Ty, =Ty -cosf (B.5)
2
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Anexo B. Ecuacion de onda

Aplicando la segunda ley de Newton, la cual enuncia que:

“ Si una fuerza externa neta actiia sobre un cuerpo, éste se acelera. La direccion de la ace-
leracion es la misma que la direccion de la fuerza neta. El vector de la fuerza neta es igual a la

masa del cuerpo multiplicada por su aceleracion” (Giancoli, 2008, pag. 117).

Simbdlicamente,
> F=mi (B.6)

con base en lo anterior, se determina las fuerzas en cada componente:

» Fuerzas resultantes en x:
Y Fo=Tn T (B.7)
de acuerdo a la segunda ley de Newton, la ecuacion B.6, se tiene:

> F. =ma, (B.8)

dado que se supuso que la cuerda solo tenia un movimiento vertical, entonces d, = 0, por

tanto, » ﬁx = 0. Al combinar las ecuaciones B.7 y B.8 se obtiene:

De lo cual se concluye que
Ty =Tia =T (B.10)
= Fuerzas resultantes en y:
Y F, =Ty -T, (B.11)
de acuerdo a la ecuacion B.6
> F, =mad, (B.12)
por consiguiente,
Ty, — Ty = ma, (B.13)

Ahora, remplazando las expresiones B.3 y B.4 en la ecuacién B.13

ﬂ-sinﬁ—ﬁ-sina:m@ (B.14)
teniendo en cuenta B.10
T-sinf—T-sina = md, (B.15)
factorizando T
T (sin § — sina) = ma, (B.16)

64
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dado que los dngulos son muy pequenos se puede usar la siguiente aproximacion:
sinf ~ tan 6 B.17)

Asi,

T (tan 8 — tan o) = ma, (B.18)
La tangente del dngulo ¢ con respecto a la horizontal representa la pendiente de la linea tangente
a la cuerda en cada uno de sus puntos, de modo que la pendiente es la primer derivada de ¢(z,t)

con respecto a x para t constante, asi:

do(z,t)

tanf =
an It

(B.19)

como la tangente se evalua en un instante particular del tiempo, se puede expresar en forma parcial

Op(, 1)
ox

Teniendo en cuenta lo anterior, tan o y tan  representan la pendiente de la recta tangente a la

tanf =

(B.20)

cuerda evaluados en los puntos x y x + Az, respectivamente. De este modo se puede reescribir la
ecuacion B.18

T (W a0 x) = maj, (B.21)
Suponiendo que: 80(a. 1)
z,t
flz) = ¢ax (B.22)
entonces
T(f(@)lorae = f(@)]) = md; (B.23)
evaluando
T(f(z + Az) — f(z)) = may, (B.24)

Por otro lado, teniendo en cuenta que m es la masa de la cuerda, la cual esta dada por la
expresion B.1 y que aceleracion de una particula esta dada por la segunda derivada de ¢(x,t) con
respecto a t, luego:

2
T(f(x+ Azx) — f(x)) = pAx - % (B.25)
Multiplicando por
1 /= 1 Po(x,t)

= (T( flo+ Az) — f(x))) = = (um : T) (B.26)

Quedando ,

fla+Az) = fx) _ p 0P¢(x,t)

Az T o (B:27)
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Ahora, tomando el limite cuando Az — 0

St Ar)— fla) o op Pt
v (5289
Luego
 flatAr) - flo)  p 0P6(x,1)
2 Az T o (8.29)

(B.30)

teniendo en cuenta la expresion B.22 y que se esta trabajando con derivadas parciales, se tiene

9 0(x,1) _ 0*(w,1)

or Ox Ox? (B31)
Quedando finalmente, ) )
Reescribiendo la ecuacion B.32

o(x,t) T 0?P(x,t) (B.33)

o pu Ox?
La ecuacion B.33 representan la ecuacion de onda para una cuerda, donde la velocidad v de las

ondas en la cuerda esta dada por

v = (B.34)

o=

De manera general
oz, t) _ ,0%¢(x,t)
R A I A A B.35
ot? VT o ( )
Siendo la ecuacion B.35 la ecuacion de onda lineal generalizada, el lado izquierdo representa
la segunda derivada temporal de la funcién de onda ¢(x,t) y el lado derecho es el producto de la

velocidad de la propagacion de la onda al cuadrado por la segunda derivada espacial de ¢(z, t).

De manera andloga y suponiendo que la onda se propaga en sobre una superficie rectangular,

la ecuacion de onda bidimensional esta dada por:

0w,y t) _ s (3%(@",%0 N (’%(aﬁ,y,t))

ot? Ox? oy? (B.36)
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Anexo C

Meétodo de diferencia finitas

El método de Diferencias Finitas (MDF) es un método numérico que permite la resolucién de
ecuaciones diferenciales parciales definidas en niimero finito de puntos, es apropiado para el trata-
miento de problemas en una, dos y tres dimensiones. Con este método se realiza una aproximacion
de las derivadas parciales mediante un nimero finito de expresiones algebraicas en términos de
la variable dependiente de los puntos seleccionados, estos puntos se convierten en incognitas del
sistema de ecuaciones (Carrillo Ledesma et al., 2018).

Para realizar los cdlculos numéricos en diferencias finitas se suele aproximar f(x) mediante un

polinomio alrededor de x = z, dicha aproximacion se puede realizar usando la serie de Taylor:

0 £(n) (4
) =31 ,( (A (C.1)

n!

donde Az = (x — xp). La expansion de la serie de Taylor esta dada por:

fx)Ax  f(x)Az? 7 (z)Az®
1! 2! 3!

Existen diferentes formas para determinar las aproximaciones: diferencias progresivas, dife-

f(x) = f(z) +

(C.2)

rencias regresivas y diferencias centradas.

C.1. Derivadas en una dimension

Aproximacion de la primer derivada

C.1.1. Diferencias Finitas Progresivas

Tomando en consideracién la ecuacién C.2 hasta el tercer término para aproximar f'(z) al
rededor de ;, se supone que z; € (a,b), donde f € C?[a, b]
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(2 Az " () Az?
o) = o) + BT T

. . ., / . . , . .
para realizar la aproximacién de f (z;) se realiza un truncamiento en el segundo término de la serie

(C.3)

de Taylor, evaluando x = z; + Az

1’ (€;)Az?

fzi+ Az) = fz) + f (z;)Az + (C.4)

Despejando f'(z;)

’ i A — i HZ‘A
Py = L4 BD =12 [ (@ s

para algin ¢; € [x;, z; + Ax].

En este caso la aproximacién f’(x;) es de orden uno, es decir, O(Az) y el error local de

truncamiento esta dado

f// (Ez)A.’E
2
Tomando valores muy pequefios para Az, despreciando O,(Ax) y por simplicidad en la nota-

O,(Az) = — (C.6)

cién quedaria:

f(wy = T 20 = ) (k)

C.1.2. Diferencias Finitas Regresivas

Realizando la expansion de la ecuacion C.2 hasta n = 2 y evaluando z = x; — Ax:

f(z)Ax N I (e Az?

oy — Az) = f(z;) — T o (C.8)
Despejando f'(z;)
oy f@) = fla— Ax) | f(es)An
fx) = Ar + 5 (C.9)
El error local de truncamiento seria:
0,(Az) = % (C.10)
para algin e_; € [x; — Az, x;]
Finalmente se tiene: f( ) f( A )
’ xT;) — T; — AT
I () (C.11)
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C.1.3. Diferencias Finitas Centradas

Desarrollando una funcién f(x) en un tercer polinomio de Taylor, se toma n = 3 en la ecuacion

C.2 y suponiendo que f € C3 [z;_1,x;11], se evaliax = z; + Az, v = z; — Ax:

f(ﬂiz + Ax) = f(q;l) + f/(SUZ-)Aa: + fﬂ(l’;)A;pz N f”l(e%)A$3

para algin ¢; € [x;, z; + Ax]y

N A2 e VAT
flai = 8) = fz) - f (e + AT T30

para algun €_; € [x; — Az, x;].
Restando la ecuaciéon C.13 de la ecuacion C.12, se tiene:
, 111 Z A 3 " _Z A 3
f(x; + Az) — f(z; — Az) = 2f (2;) Az + ! <€6) —+ . (66) -

((—:_Z-)Ax3>

"

/ 1 "
flai+ Aa) = fw; = Aa) = 2f (e)Ar + (F"(€)ae® + f
Por el teorema del valor intermedio, la expresion anterior se simplifica

flai+ Ax) = f(z; — Az) = 2f (z;) Ax + f(A

Despejando f'(z;)
' S+ Az) — flz — Az) /(A

Fw:) = 2Ax 6

Presentando un error de truncamiento

flll <€)Ax2
6
Quedando finalmente una aproximacion de f'(x;) por diferencias centradas

/ z; + Ax) — f(x; — Ax
f (o =t A0) = s

O, (Az?) = -

Aproximacion de la segunda derivada

Partiendo de la serie de Taylor hasta n = 4, se evaldaen x = x; + Az, v = x; — Ax

flx 4+ Ax) = f(2;) + f () Az + [ (x:)Ax? N [ (@) Az? .\ fHe)Axt

2 6 24
para algin ¢; € [z;, z; + Ax]y
, 17 74 A 2 m /L A 3 4 77] A 4
F(n— Aa) = flar) — f (@)Ax+ L <”“°2> z (‘”6) & +f<624) &
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para algin €_; € [x; — Az, x;].
Al sumar se tiene

.134

despejando f”(x;), se tiene

" fli+Ax) = 2f (@) + f(2 — Az)  Ad?

f(xi) = A2 2 (fH(e) + f(em) (C.23)
flay = L AN TR 0 2 B0 A g (C24)
para algin € € [z; — Ax, z; + Ax], presentando un error de truncamiento
O.(Az?) = —Al—ff‘%e) (C.25)
Finalmente la aproximacién de f” (z;) suprimiendo el error, quedarfa
() = flz; + Ax) — 2f () + f(z; — Ax) (C.26)

Ax?

C.1.4. Derivadas en dos dimensiones

Sea f(z,y) una funcién de dos variables para la cual mediante la expansion en series de Taylor

se puede calcular la aproximacién de f"(z;,y;).

Aproximacion de la primera derivada

Para aproximar la primer derivada en dos dimensiones se pueden emplear las tres diferencias
antes mencionadas, es decir, la ecuaciones C.7, C.11 y C.19, con sus respectivos errores de trunca-
miento. Se aplica la aproximacion para la variable indicada mientras la otra permanece constante,

obteniendo los siguientes resultados:

= Para diferencias progresivas.

Of (@i y;) _ floi+ Azyy) = floiy) (e y) Az

Ox - Az 2 €27

af(xiuyj) ~ f(xivyj + Ay) - f(xhyj) . f//(xi7€j)Ay
oy Ay 2

(C.28)

paraalgin ¢; € [z;, z; + Az]y & € [y;,y; + Ayl
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= Para diferencias regresivas.

of (i, y;) _ flwayy) — flzi — Az, y;) n f"(ezi yj) Az
or Az 2

Of (ws,y;) ~ f(@i,yy) — [z, y; — Ay) i [, 6 4)Ay
oy Ay 2

paraalgine_; € [x; — Az, ;] y & € [y; — Ay, y;]
= [a aproximacion por diferencias centradas.

of (xi,y;) ~ fxi + Aw,y;) — f(2 — A, y)) o f" (e, yj)A372
ox 2Ax 6

Of (iy;) _ flaoy +Ay) — flany; — Ay)  f"(@i,§)Ay?
Jy - 2Ay 6

paraalgin e € [x; — Az, x; + Az]y € € [y; — Ay, y; + Ay]

Aproximacion de la segunda deriva

Utilizando diferencias centradas para la segunda derivada se obtiene:

P f(wiy;) [+ Axyyy) = 2f (@i, yy) + [l — Awyy;)  Aa?

4 . .
o2 Az TR

Pf(wiy;) [y +Ay) = 2f(zi,y;) + [y, — Ay) Ay2f4(m £)
oy Ay? 12 v

para algin ¢; € [z; — Az, z; + Az] y & € [y; — Ay, y; + Ay].

Derivada cruzada

En caso de determinar una derivada cruzada, por ejemplo:

82f(*ria y])
0x 0y

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)

(C.33)

(C.34)

(C.35)

se discretiza primero respecto a una de las variables y la otra se deja constante. Teniendo en cuenta

que:

0 f (i, y;) _ ﬁaf(xi;yj)

0xdy or 0Oy
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discretizando primero respecto a y, se utiliza la ecuacion C.32:

P flxi,y;) O (f(a:i,yj + Ay) — f(xs,y; — Ay))

dxdy O 2Ay

ahora, se discretiza respecto a x dejando el otro componente constante

0*f(zi,y;) (f’f(%g/;wy) _ 3f(zig;;Ay)>

0xdy 2Ay

quedando

2Ax 2Ax

flzitAz,yi+Ay)— f(zi—Az,y;+Ay) flzit+Ax,y; —Ay)— f(xi—Az,y;—Ay)
an(mi, yj) ( J J _ j J

0xdy 2Ay

Finalmente,

0% f (s, y5) ~ [z + Az, y; + Ay) — f(o; — Az, y; + Ay)
0x0y 4AxAy

flwi + Aw,y; — Ay) + f(o; — Az, y; — Ay)
4AzAy

presentado un error de truncamiento general de

Az? 5o I (i, £) Ay”

E = (" (e1,y; + Ay) — [ (ea,y; — Ay)] — 2

T 12Ay 6

para algin €1, €2 € [1; — Az, x; + Ax]y € € [y; — Ay, y; + Ayl.

Por otro lado, si se tiene una derivada cruzada de segundo orden

O Of (2, )
or? 0Oy

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)

(C42)

= Diferencias centradas: Se discretiza primero respecto a y utilizando diferencias centradas

para la aproximacion de la primer derivada, es decir, la ecuacion C.32

0% Of(xi,y;) ~ 0% [ f(wi,y; + Ay) — f(zi,y; — Ay)
0x? dy 02 2Ay

luego,

0% 0f (zi,y;) _ 0° (f(xi,ijrAy)) o <f(xi,yj—Ay))

ox? Oy e 2Ay ox? 2Ay

(C.43)

(C.44)
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73

se realiza la discretizacion respecto a x, utilizando la aproximacién para segunda derivada

en dos dimensiones, ecuacion C.33.

0% Of (zi,y;) ~ o+ Az y; + Ay) — 2f (@5, y; + Ay) + f(z; — Ax,y; + Ay)
or? 0Oy 2AyAx?

(o + Az, y; — Ay) = 2f (v, y; — Ay) + flo; — Az, y; — Ay)

2AyAx?
(C.45)
con un error de truncamiento
A2 52 (g €)A 2
Ee=——5 [/"(er,95+ Ay) = e,y — Ay)] = o {f ( 65) . } (C.46)

para alglin 1, €3 € [v; — Az, x; + Az| y € € [y; — Ay, y; + Ayl.

» Diferencias progresivas: Se discretiza la primer derivada respecto a y utilizando diferencias

progresivas, la ecuacion C.28

0 0f(wiy;) 0% (flaiy; + Ay) = f(wiy))
or? Oy Ox? Ay

(C.47)

Ahora, se aproxima la segunda derivada en dos dimensiones respecto a x empleando la

expresion C.33

9% Of (x;,y;) S+ Az y; + Ay) = 2f (s, y; + Ay) + [ — Az, y; + Ay)
or? 0Oy AyAx?

flx; + Az, ) — 2f (24, y5) + f(z; — Az, y;)

AyAx?
(C.48)
con un error de truncamiento
AJ}Q 82 " T, A
By =~ [Pl + a0 - e - 5z P92 ca)

para algin €1, €3 € [1; — Az, x; + Ax]y € € [y; — Ay, y; + Ayl.
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= Diferencias Regresivas: Se discretiza respecto a y usando la discretizacién en diferencias

regresivas para dos dimensiones, la ecuacién C.30

9% Of(x:,y;) ~ P [ flwi,y;) = flo,y; — Ay)
ox2 Oy 0x? Ay

(C.50)

para la aproximacion de la segunda derivada se aplica la expresion C.33, obteniendo asi

0 of (xi,y;) Nf(xi + Az, y;) — 2f (i, y5) + (o — Az, y;)

~

or? 0Oy AyAx?

flo; + Az, y; — Ay) = 2f (i, y; — Ay) + (o, — Az, y; — Ay)

AyAx?
(C.51)
con error de truncamiento
A.%'2 82 f/// xhg Ay
E, = DY [f4(€17yj) - f4(52>yj - Ay)] + 2 { ( 9 ) } (C.52)

para alglin €1, €3 € [v; — Az, x; + Az] y € € [y; — Ay, y; + Ayl.

Derivada temporal

Hasta el momento se ha visto como discretizar la parte espacial de las ecuaciones diferenciales
parciales, en este apartado se plantea una discretizacion de diferencias finitas con respecto al tiem-

po, que resulta ser similar a la parte espacial.

La aproximacion para la primer derivada utilizando diferencias regresivas, progresivas y centra-
das respectivamente seria:

ot At * 2 (€.53)

para algin p € [t — At, ¢].

Of (z,t) _ flz,t+At) = fla,t) [z, )AL

ot At 2
para algin u € [t, t + At].

(C.54)

Of(x,t) _ flo,t+A) — f(x,t = At)  f"(x, p) A

ot 2At 6

(C.55)
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para algin p € [t — At,t + At]

Para la aproximacion de la segunda derivada se emplean diferencias centradas:

82];(;5,t) _ Sl t+ At) - QAfzf;v,t) + [(z,tAt) A1;2 Pz ) (C.56)

para algin p € [t — At t + At]
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Anexo D

Discretizacion de la ecuacion de onda
bidimensional

Partiendo de la ecuacion de onda unidimensional, cabe resaltar que para el presente estudio, se

recurre a la ecuacion de onda para dos dimensiones

Folw,y,t) _ »[0°¢(x,y,t)  Polz,y,1)
ot? Ox? Jy?

(D.1)

La discretizacion se realiza utilizando diferencias centradas en ambos lados de la igualdad, en
el lado izquierdo se determina la aproximacién de la segunda derivada temporal, mientras que en
el lado derecho se halla la aproximacion de la segunda derivada en dos dimensiones, respecto a las

componentes espaciales x y y. Para esto se emplean las ecuaciones C.33, C.34 y C.56, obteniendo

Po(r,y,t) _ dla,y,t + At) = 20(x,y,t) + da,y,t — At)  At* 0*¢(x, y, p)

oz AL 12 o D-2)
82¢(£L', Y, t) - QS(I' + AZE? Y, t) - 2¢($7 Y, t) + ¢(‘T - AJZ, Y, t) - A'Iz a4¢(67 Y, t) (D 3)

0x? N Az? 12 oxt )
Pole.yt) _ 0wy +Ay.t) — 20w,y ) +élv.y — Ay, t) Dy olé.&t) )

0y? Ay? 12 oy*

paraalgin u € (t — At,t + At), e € (x — Az, + Ax) y € € (y—Ay, y+Ay). Al reemplazar
las ecuaciones D.2, D.3 y D.4 en la ecuacién D.1
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d(x,y, t + At) —2¢(x,y,t) + d(z,y, t — At) A2 0*¢(x,y, 1)

At? 12 ot

2 (b(l’ + AIE, Y, t) _ 2¢<ZII, Y, t) + ¢($ — ALE, Y, t) . Az? a4¢(67 Y, t)
Ax? 12 Ozt

v + (D.5)

o,y + Ay, t) — 28(z,y, 1) + d(v,y — Ay, t)  Ay* ¢(x,{ 1)

+ Ay? 12 oyt

Se despeja ¢(x,y,t + At) en la ecuacién D.5

_ 2 2
Qﬁ({ﬂ,y,t—{—At)—At U Ax?

+¢(:c, y+ Ay,t) —2¢(x,y,t) + ¢(z,y — Ay, t)} N (D.6)
Ay?

+2¢(w,y,t) — d(z,y,t — At)
Presentando un error de truncamiento

2 94 2 4 2 4
_02 AZE a¢(€7yvt) +Ay a¢($7€7y):| +At 6¢($,y,u)

E—
2 ox* 12 oy* 12 ot

(D.7)

dondee € (z — Ax,x + Ax), £ € (y — Ay,y+ Ay) y u € (t — At, t + At).

Obteniendo de este modo la discretizacion de la ecuacion de onda para dos dimensiones, utili-
zando el método numérico de diferencias finitas, la ecuacion presenta un error de truncamiento en
cada una de las variables O(Az?), O(Ay?) y O(At?).
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Anexo E

Discretizacion de la ecuacion de onda en
medios dispersivos

Considerando la ecuacién de onda para medios dispersivos

D?¢(z,t) X@gb(az,t) . 0? Op(x,t) _U282¢(3:,t) 0
ot? ot ox? Ot 0x?

La discretizacion se realiza utilizando diferencias centradas para dos dimensiones, en la apro-

ximacion para la segunda derivada, ya sea para variables de cardcter temporal o espacial, es decir,
C.33, C.34 y C.56. Para la discretizacion de la primera derivada temporal, se emplean diferencias

regresivas, ecuacion C.53, ya que esto permite de manera efectiva hallar la solucién del sistema.

Es importante resaltar que la ecuacién de onda se trabaja en dos dimensiones, por lo cual es

necesario, incorporar el componente espacial ¥, por tanto

Po.y,t)  Oo(wyt) (0 0(x.yt) O 0o(x,y.t)\ _
12 X o N\oz™ ot 92 ot

(E.1)

Po(w,y,t)  Po(x,y,1)
. 2 yJ yJ —
! ( o oy ) !

Para el primer término de la ecuacién 6.7, se realiza la discretizacion empleando diferencias

centradas para la segunda derivada temporal,

Po(r,y,t) oo,y t + At) = 20(x,y,t) + da,y,t — At)  At? 0*¢(x, y, p)
o2 At 12 ot

(E.2)
El segundo término se discretiza usando diferencias regresivas respecto a ¢, ecuaciéon C.53
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a¢(x7 Y, t) _ ¢($, Y, t) - ¢(x7 y,t — At) At 82¢(£7 Y, :u)
X% _X< Al I )

Para discretizar la derivada cruzada que aparece en el tercer término, tanto para x como para y

(E.3)

con relacion a ¢, se realiza primero la derivada interna y luego la derivada externa. En el caso del

primer componente, se utiliza la ecuacion C.53 para realizar la derivada respecto a ¢

0% 0d(x,y,t) 0 (cb(x,y,t) — oyt =AY EM) (E.4)

Ox2 ot  Ox2 At 2 ot2

Aplicando propiedad distributiva , la expresion anterior se puede reescribir como

& 0g(x,y,t) _ 1 Oolw,yt) 1 Ooxyt—At) At & (5’2¢(w,y,u)> E5)

o2 ot At 0z At 022 2 Ox2 ot2

utilizando la ecuacién C.33 para hallar la aproximacion de la segunda derivada respecto a x,se
tiene

0% 0p(w,y,t) 1 (¢(m + Az, y,t) = 2¢(x,y,t) + ¢(x — Aw,y,t)  Ax® 3¢(e, y, t)) B

ox2 ot At N 12 Ozt

At Ax?

_Az?0'¢(er,y,t) | At > (Po(x,y, 1)
12 oxt 2 Ox? ot?

(E.6)

Andlogamente para el componente y, para aproximar la derivada interna se emplea la ecuacion
C.53, se aplica propiedad distributiva y por ultimo se utiliza la ecuacién C.34 para aproximar la
derivada externa, obteniendo

8_28¢($,y,t) _ i ¢(Iay+Ayat)_2¢(I7y7t)+¢(m7y_Ayat) . Ay264¢(x,§1,t) .
0y? ot At

B Ay? 12 oy*

At Ay?

_AP 0N 6, t) | AL O ((,y, p)
12 oy 2 0y o

(E.7)
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Por lo tanto, el tercer término de la ecuacién E.1 quedaria

O 90(ayt) | P 09(ay. )]
T2 ot ot |

_i (,75(1' + Al’, Y, t) B 2¢(IE, Y, t) + ¢(5(7 B AI7 Y, t) . A‘rz 84¢(€17 Y, t) .
At Ax? 12 Ozt

_L ¢($+AI7y,t—At)—2¢<J],y,t—At)+¢($—A1},y,t—At> o A(L’Q a4¢(€27y7t) +
At Ax? 12 ot

LAt P (Po(x,y, 1) L L (o y+ Ay t) —20(z,yt) + S,y — Ay, )
2 Ox? ot? At Ay?

_Ay2 o(x, &, t)) 1 (¢(x, y+ Ay, t — At) — 2¢(z, y, t — At) + ¢(z,y — Ay, t — At)

12 oyt At Ay2

Ay’ 04¢(:v,£z,t)> LAty (8%(1’73/,#))]

12 oyt 2 Oy? o2

(E.8)

El cuarto término de la ecuacion E.1 se discretiza empleando diferencias centradas para apro-

ximar la segunda derivada respecto a cada variable, C.33 y C.34,

82¢($, Y, t) _ ¢($ + Al‘a Y, t) — 2¢($, Y, t) + Qb(l‘ — AZL’, Y, t) o Az? 84¢(€7 Y, t)

0x? N Ax? 12 ox* E9)
Polwyt) _ oyt Ayt) — 20,y +é.y — Ayt) Ay dlé@.&t) g

0y Ay? 12 oy '
luego,
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’U2 82¢($a Y, t) + 62¢(m, Y, t) _ U2 ¢($ + Al‘, Y, t) B 2§Z5(l‘, Y, t) + Qﬁ(l‘ B AZE, Y, t)
Ox? 0y? N Az?

_Az?0'¢(e,y,1) L o@y+ Ay t) —26(x,y.t)
12 Ox* Ay?

¢($7 y— Ay> t) _ Ay2 84<b(x, 57 t)
Ayy? 12 oy*

_|_
(E.11)

Sereemplaza E.2, E.3,E.8 y E.11 enla ecuacién E.1 y posteriormente se despeja ¢(x, y, t+At),
se tiene

¢<£L’ + Al’,y,t) B 2¢<l’,y,t> + ¢($ — A.T,y,t)+

o(x,y, t + At) = (At2v2 + 'yAt) { A2

o(x,y+ Ay, t) —20(x,y,t) + o(x,y — Ay, t)

+ Ay?

] — yAt-

|:¢(:C + Al’,y,t - At) _ 2¢($,y,t - At) + ¢($ — Aﬂf,y,t - At)+
Ax?

+

o,y + Ay, t — At) — 2¢(z,y,t — At) + ¢(x,y — Ay, t — At)} B
Ay?

— (XAt = 2)¢(7,y,t) + (XAt — 1)g(x,y,t — At)
(E.12)

Teniendo en cuenta el error de truncamiento de cada uno de los términos de la ecuacion E.1 al

realizar la discretizacion, se obtiene un error general
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E= + Ay®

VAL ([ ,0'(e,y.t)
T2 (M Dzt

o, £, 1)\ XA PP(w,y, 1)
oy* 2 ot?

_7ATAL (89 y,t)  Oleny )\ | yAL (O Fa,y,p)
12 ozt ox* 2 Ox? ot?
(E.13)

L O Py ) _yAPAL (0@, 6,0 O(e &)
o2 o 12 oy* oy

L At Sg(,y, 1)
12 ot

paraalgin e, €1, 6, € (v — Az, v + Ax), §,61,& € (y — Ay, y + Ay) y p € (t — At,t + At)
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Anexo F

Graficas de la amplitud en funcion del
tiempo

Es esta seccion se muestran las graficas obtenidas de la amplitud respecto al tiempo en cada
uno de los casos estudiados sobre el efecto Doppler, los datos se obtuvieron de la simulacién
empleando la discretizacion realizada a la ecuacion de onda para medios dispersivos . En cada
caso se hace una variacion de la velocidad y del coeficiente de atenuacion por difusion. El primero
varia de 10 en 10 en velocidades entre 10 m/s — 60 m/s y el segundo varia cada 2,5 Hz entre
valores de 0 Hz — 10 Hz, mientras que el coeficiente de atenuacion por viscosidad se mantiene

invariante.
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F.1. Caso I: Observador en reposo y la fuente se aleja

F.1.1.

0.8 r
0.6
04
02 r

Amplitud
o

-0.2
-04
-0.6 |
-0.8

\/S=10 m/s

0.05 0.1 0.15 0.2
Tiempo (s)

0.8 r
0.6
04
02 r

-02 1
-04
-0.6 |

Amplitud’
o

-0.8

Amplitud

V=30 m/s |

0.05 0.1 0.15 0.2

Tiempo (s)

0.05 0.1 0.15 0.2
Tiempo (s)

Amplitud

Amplitud

Amplitud

Coeficiente de atenuacion por difusion y = 0 Hz

0.8 r
06 r
04 r
02 r

-0.2
-04 r
-0.6
-0.8

V‘s=20 mls

0.05 0.1 0.15 0.2

Tiempo (s)

0.8 1
0.6 r
04 r
02 r

-02 ¢
-04 r
-0.6

-0.8

V‘S=40 m/s

0.05 0.1 0.15 0.2

Tiempo (s)

0.05 0.1 0.15 0.2

Tiempo (s)

Figura F.1.2: La fuente se aleja del observador con diferentes velocidades que cambian entre

10 m/s 'y 60 m /sy el observador permanece en reposo, x =0 Hzy vy =18 x 107°N - pow
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F.1.2. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 2,5 Hz
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Figura F.1.4: La fuente se aleja del observador variando la velocidad entre 10 — 60 m/s y el
observador permanece en reposo, x = 2,5Hzy vy = 1,8 x 107°N - e
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.1.3. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 5 Hz
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Figura F.1.5: La fuente se aleja del observador con diferentes velocidades, entre 10 m /s — 60 m/s

y el observador permanece en reposo, donde y =5 Hz v = 1,8 x 107°N - pres
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F.1.4. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 7,5 Hz
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Figura F.1.6: La fuente se aleja del observador con diferentes velocidades y el observador perma-

nece en reposo,con xy = 7,5 Hzy vy =18 x 1072 N - %
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.1.5. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 10 Hz
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Figura F.1.7: La fuente se aleja del observador con velocidades entre 10 m/s y 60 m/s y el

observador permanece en reposo, con Y = 10 Hzy vy = 1,8 x 107°N - pres
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.2. Caso II: Observador en reposo y la fuente se acerca
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Figura F.2.1: La fuente se acerca al observador con diferentes velocidades y el observador perma-

nece en reposo,con Y =0 Hzy vy = 1,8 x 107°N - pre
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.2.2. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 2,5 Hz
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Figura F.2.2: La fuente se acerca al observador con velocidades entre 10 m/s y 60 m/s y el

observador permanece en reposo, con Y = 2,5 Hzyy =18 x 107°N - pres
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.2.3. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 5 Hz
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Figura F.2.3: La fuente se acerca al observador con velocidades entre 10 m /sy 60 m/s, el obser-

vador permanece en reposo,con Y =5 Hz - =18 x 107°N - =
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.2.4. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 7,5 Hz
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Figura F.2.4: La fuente se acerca al observador con velocidades entre 10 m/s-60 m/s y el obser-

vador permanece en reposo, con y = 7,5 Hzyy =18 x 107°N - pres

92



Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.2.5. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 10 Hz
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Figura F.2.5: La fuente se acerca al observador con velocidades entre 10 m /sy 60 m/s, el obser-

vador permanece en reposo,con Yy = 10 Hzyy =18 x 107°N - P
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.3. Caso III: Observador y fuente se acercan entre si
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Figura F.3.1: La fuente y el observador se acercan entre si, el observador se mueve a 20 m/s y la

fuente cambia su velocidad entre 10 /sy 60 m/s tomando x =0 Hz y = 1,8 X 107°N - %5,
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.3.2. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 2,5 Hz
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Figura F.3.2: La fuente y el observador se acercan entre si, el observador se mueve a 20 m/s y la

fuente cambia su velocidad entre 10 /sy 60 m/s, con x =2,5 Hzyy = 1,8 x 107°N - 5.
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.3.3. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 5 Hz
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Figura F.3.3: La fuente y el observador se acercan entre si, el observador se mueve a 20 m/s y la

fuente cambia su velocidad entre 10 m/sy 60 m/s,con xy =5 Hzy v =18 x 107°N - %5,
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.3.4. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 7,5 Hz
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Figura F.3.4: La fuente y el observador se acercan entre si, el observador se mueve a 20 m/s y la
fuente cambia su velocidad entre 10 /sy 60 m/s,con x = 7,5 Hzyy =18 x 107°N - 5.
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.3.5. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 10 Hz
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Figura F.3.5: La fuente y el observador se acercan entre si, el observador se mueve a 20 m/s y la

fuente cambia su velocidad entre 10 /sy 60 m/s,con x =10 Hzy vy =18 x 107°N - 5.
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.4. Caso IV: Fuente en reposo y el observador se acerca a ésta

F4.1. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 0 Hz
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Figura F.4.1: El observador se acerca a una fuente de sonido inmévil, 5 = 20 m/s. La velocidad

del observador varia entre 10 m/sy 60 m/s,con x =0 Hzy v = 1,8 x 107°N - 2.



Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.4.2. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 2,5 Hz
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Figura F.4.2: El observador se acerca a una fuente de sonido inmévil, o5 = 20 m/s. La velocidad

del observador varia entre 10 m /sy 60 m/s,con x =2,5 Hzyy = 1,8 x 107°N - 5.
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.4.3. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 5 Hz
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Figura F.4.3: El observador se acerca a una fuente de sonido inmévil, o5 = 20 m/s. La velocidad

del observador varia entre 10 m /sy 60 m/s,con x =2,5 Hzyy = 1,8 x 107°N - 5.
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.4.4. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 7,5 Hz
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Figura F.4.4: El observador se acerca a una fuente de sonido inmévil, o5 = 20 m/s. La velocidad

del observador varia entre 10 m /sy 60 m/s,con x = 2,5 Hzy v =18 x 107°N - %,
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Anexo F. Grdficas de la amplitud en funcion del tiempo

F.4.5. Coeficiente de atenuacion por difusion y = 10 Hz
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Figura F.4.5: El observador se acerca a una fuente de sonido inmévil, o5 = 20 m/s. La velocidad
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del observador varia entre 10 m/sy 60 m/s,con x =2,5 Hzyy =18 x 107°N - -5
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