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RESUMEN DEL CONTENIDO EN ESPANOL E INGLES

(Maximo 250 palabras — 1530 caracteres, aplica para resumen en espaniol):

RESUMEN

El desarrollo tedrico del Modelo de Ramsey adaptado a un modelo bisectorial con bien
capital movible es un tema econémico poco comprensible y de dificil interpretacion. Los
documentos que hacen mencidon de él ofrecen un tratamiento limitado, superficial, corto y
resumido. Por ende, este tipo de temas son muy poco consultados y trabajados, ademas
de ser poco conocidos. Para que el campo de las ciencias econémicas sea una alternativa
de investigacion es necesario que estos temas sean mas accesibles a la comunidad
académica.

El objetivo de este trabajo fue presentar una reconstruccion de ese desarrollo tedrico en el
que se pueda ofrecer una interpretacion mas completa y detallada, basada en el libro
Variational Methods in Economics[1]. Con este fin, la pregunta de investigacion es la
siguiente: ¢ Qué procedimientos econdmicos e interpretaciones econémicas hacen mas
comprensible el modelo de Ramsey aplicado al bien capital libremente transferible entre
industrias?

Dar solucion a esta interrogante implica la realizacion de un estudio previo de la
informacidn seleccionada para tener un manejo y dominio, la reinterpretacion de la teoria
de la aplicacién proponiendo ideas sustentadas en los antecedentes escogidos, completar
los procedimientos matematicos y complementar el analisis grafico realizado. Entonces,
los resultados del trabajo se derivan de describir minuciosamente los procesos
matematicos y de interpretacion tedrica.

Teniendo esto en cuenta, se puede observar como estos resultados poseen una mayor
precision en su interpretacion encontrando asi el contexto econdémico en el que es llevada
la aplicacion.
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ABSTRACT

The theoretical development of the Ramsey Model adapted to a bisectorial model with
movable capital good is an economic issue that is not very comprehensible and difficult to
interpret. The documents mentioning it offer limited, superficial, short and summary
treatment. Therefore, this type of topics are very little consulted and worked, besides being
little known. For the field of economic sciences to be an alternative for research, it is
necessary that these topics be more accessible to the academic community.

The objective of this work was to present a reconstruction of this theoretical development in
which a more complete and detailed interpretation can be offered, based on the book
Variational Methods in Economics [1]. To this end, the research question is as follows:
What economic procedures and economic interpretations make the Ramsey model applied
to capital good freely transferable between industries more understandable?

Solving this question implies carrying out a preliminary study of the selected information to
have a management and mastery, the reinterpretation of the theory of the application,
proposing ideas based on the chosen background, completing the mathematical
procedures and complementing the graphical analysis carried out. Then, the results of the
work derive from thoroughly describing the mathematical and theoretical interpretation
processes.

Bearing this in mind, it can be observed how these results have a greater precision in their
interpretation, thus finding the economic context in which the application is carried out.
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patrimoniales sin modificacién o restriccion alguna, puesto que, de acuerdo con ld
legislacion colombiana aplicable, el presente es un acuerdo juridico que en ningun
caso conlleva la enajenacion de los derechos patrimoniales derivados del régimen
del Derecho de Autor.

De conformidad con lo establecido en el articulo 30 de la Ley 23 de 1982 vy el

Diagonal 18 No. 20-29 Fusagasuga — Cundinamarca
Teléfono (091) 8281483 Linea Gratuita 018000976000
www.ucundinamarca.edu.co E-mail: info@ucundinamarca.edu.co
NIT: 890.680.062-2

Documento controlado por el Sistema de Gestion de la Calidad
Asegurese que corresponde a la tltima version consultando el Portal Institucional




R MACROPROCESO DE APOYO CODIGO: AAAril3
sy PROCESO GESTION APOYO ACADEMICO VERSION: 3

\\: "/ DESCRIPCION, AUTORIZACION Y LICENCIA DEL | VIGENCIA: 2017-11-16
REPOSITORIO INSTITUCIONAL PAGINA: 7 de 9

articulo 11 de la Decision Andina 351 de 1993, “Los derechos morales sobre el
trabajo son propiedad de los autores”, los cuales son irrenunciables,
imprescriptibles, inembargables e inalienables. En consecuencia, la Universidad de
Cundinamarca estd en la obligacion de RESPETARLOS Y HACERLOS
RESPETAR, para lo cual tomara las medidas correspondientes para garantizar su
observancia.

NOTA: (Para Tesis, Trabajo de Grado o Pasantia):

Informacion Confidencial:

Esta Tesis, Trabajo de Grado o Pasantia, contiene informacion privilegiada,
estratégica, secreta, confidencial y demas similar, o hace parte de la
investigacion que se adelanta y cuyos resultados finales no se han
publicado. SI ___ NO _x__.

En caso afirmativo expresamente indicaré (indicaremos), en carta adjunta tal
situacién con el fin de gue se mantenga la restriccion de acceso.

LICENCIA DE PUBLICACION

Como titular(es) del derecho de autor, confiero(erimos) a la Universidad de
Cundinamarca una licencia no exclusiva, limitada y gratuita sobre la obra que se
integrara en el Repositorio Institucional, que se ajusta a las siguientes
caracteristicas:

a) Estard vigente a partir de la fecha de inclusion en el repositorio, por un plazo de
5 afios, que seran prorrogables indefinidamente por el tiempo que dure el derecho
patrimonial del autor. El autor podra dar por terminada la licencia solicitandolo a la
Universidad por escrito. (Para el caso de los Recursos Educativos Digitales, la
Licencia de Publicacién sera permanente).

b) Autoriza a la Universidad de Cundinamarca a publicar la obra en formato y/o
soporte digital, conociendo que, dado que se publica en Internet, por este hecho
circula con un alcance mundial.

c) Los titulares aceptan que la autorizacion se hace a titulo gratuito, por lo tanto,
renuncian a recibir beneficio alguno por la publicacion, distribucion, comunicacion
publica y cualquier otro uso que se haga en los términos de la presente licencia |
de la licencia de uso con que se publica.

d) El(Los) Autor(es), garantizo(amos) que el documento en cuestidn, es producto
de mi(nuestra) plena autoria, de mi(nuestro) esfuerzo personal intelectual, como
consecuencia de mi (nuestra) creacion original particular y, por tanto, soy(somos)
el(los) Unico(s) titular(es) de la misma. Ademas, aseguro(aseguramos) que no

Diagonal 18 No. 20-29 Fusagasuga — Cundinamarca
Teléfono (091) 8281483 Linea Gratuita 018000976000
www.ucundinamarca.edu.co E-mail: info@ucundinamarca.edu.co
NIT: 890.680.062-2

Documento controlado por el Sistema de Gestion de la Calidad
Asegurese que corresponde a la tltima version consultando el Portal Institucional




PR MACROPROCESO DE APOYO CODIGO: AAAr113

) PROCESO GESTION APOYO ACADEMICO VERSION: 3

\jle/ DESCRIPCION, AUTORIZACION Y LICENCIA DEL | VIGENCIA: 2017-11-16
o4 REPOSITORIO INSTITUCIONAL PAGINA: 8 de 9

contiene citas, ni transcripciones de otras obras protegidas, por fuera de los limites
autorizados por la ley, segun los usos honrados, y en proporciéon a los fines
previstos; ni tampoco contempla declaraciones difamatorias contra terceros;
respetando el derecho a la imagen, intimidad, buen nombre y demas derechos
constitucionales. Adicionalmente, manifiesto (manifestamos) que no se incluyeron
expresiones contrarias al orden publico ni a las buenas costumbres. En
consecuencia, la responsabilidad directa en la elaboracion, presentacion,
investigacion y, en general, contenidos es de mi (nuestro) competencia exclusiva,
eximiendo de toda responsabilidad a la Universidad de Cundinamarca por tales
aspectos.

e) En todo caso la Universidad de Cundinamarca se compromete a indicar siempre
la autoria incluyendo el nombre del autor y la fecha de publicacion.

f) Los titulares autorizan a la Universidad para incluir la obra en los indices vy,
buscadores que estimen necesarios para promover su difusion.

g) Los titulares aceptan que la Universidad de Cundinamarca pueda convertir el
documento a cualquier medio o formato para propésitos de preservacion digital.

h) Los titulares autorizan que la obra sea puesta a disposicién del publico en los
términos autorizados en los literales anteriores bajo los limites definidos por la
universidad en el “Manual del Repositorio Institucional AAAM003”

i) Para el caso de los Recursos Educativos Digitales producidos por la Oficina de
Educacion Virtual, sus contenidos de publicacién se rigen bajo la Licencia Creative
Commons: Atribucion- No comercial- Compartir Igual.

[@role)

j) Para el caso de los Articulos Cientificos y Revistas, sus contenidos se rigen bajo
la Licencia Creative Commons Atribucion- No comercial- Sin derivar.

[@oSle)

Si el documento se basa en un trabajo que ha sido patrocinado o apoyado por una
entidad, con excepcién de Universidad de Cundinamarca, los autores garantizan
que se ha cumplido con los derechos y obligaciones requeridos por el respectivo
contrato o acuerdo.

La obra que se integrara en el Repositorio Institucional, esta en el(los) siguiente(s)
archivo(s).

Diagonal 18 No. 20-29 Fusagasuga — Cundinamarca
Teléfono (091) 8281483 Linea Gratuita 018000976000
www.ucundinamarca.edu.co E-mail: info@ucundinamarca.edu.co
NIT: 890.680.062-2

Documento controlado por el Sistema de Gestion de la Calidad
Asegurese que corresponde a la tltima version consultando el Portal Institucional




MACROPROCESODEAPOYO  CODIGO: AAAri13

PROCESO GESTION APOYO ACADEMICO  VERSION:3
DESCRIPCION, AUTORIZACION Y LICENCIA DEL = VIGENCIA: 2017-11-16
'REPOSITORIO INSTITUCIONAL PAGINA:9de 9

Nombre completo del Archivo Incluida su

Extension
(Ej. PerezJuan2017.pdf)

alBCLTELl pdf

1.reconstrucciondelamaximizaciondelMRadaptado | Texto

Tipo de documento
(ej. Texto, imagen, video,
etc.)

2.

3.

4.

En constancia de lo anterior, Firmo (amos) el presente documento:

APELLIDOS Y NOMBRES COMPLETOS

Baguero Romero Yair Alonso

FIRMA

(autografa)

.

Jiménez Rivera Edwin Adrian

K .'{ I8 P —
(3 s Lmean,

/

12.1.50

Diagonal 18 No. 20-29 Fusagasuga — Cundinamarca
Teléfono (091) 8281483 Linea Gratuita 018000976000
www.ucundinamarca.edu.co E-mail: info@ucundinamarca.edu.co

NIT: 890.680.062-2

Documento controlado por el Sistema de Gestion de la Calidad
Asegurese que corresponde a la Ultima versién consultando el Portal Institucional




RECONSTRUCCION DE LA MAXIMIZACION DEL MODELO DE RAMSEY
ADAPTADO AL BIEN CAPITAL LIBREMENTE TRANSFERIBLE ENTRE
INDUSTRIAS

EDWIN ADRIAN JIMENEZ RIVERA
YAIR ALONSO BAQUERO ROMERO

UNIVERSIDAD DE CUNDINAMARCA
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
FUSAGASUGA-COLOMBIA
2017



RECONSTRUCCION DE LA MAXIMIZACION DEL MODELO DE RAMSEY
ADAPTADO AL BIEN CAPITAL LIBREMENTE TRANSFERIBLE ENTRE
INDUSTRIAS

EDWIN ADRIAN JIMENEZ RIVERA
YAIR ALONSO BAQUERO ROMERO

/ ASESOR: /
NESTOR ORLANDO FORERO DIAZ

UNIVERSIDAD DE CUNDINAMARCA
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
FUSAGASUGA-COLOMBIA
2017



INDICE

INDICE

Indice

1 INTRODUCCION
2 RESUMEN

3 DEFINICION DEL PROBLEMA

3.1 Planteamiento . . . . . . . . ... ... ... ...
3.2 Formulacién . . . .. ... ... ...
3.3 Justificacién . . . ...
3.4 Objetivos . . . . ...
3.4.1 General . ... ... ... .. ...,
3.4.2 Especificos. . . ... ...

4 ESTADO DEL ARTE

4.1 Marco de Antecedentes . . . . . . . ... ... ..
4.2 Marco Tebrico . . . . . . . . ...
4.3 Marco conceptual . . . . .. ...

5 MARCO METODOLOGICO

5.1 Linea y tipo de investigacién . . . . . . . . . . ..

6 RESULTADOS

33

6.1 Apliacion del Modelo 6ptimal de Ramsey al Modelo bisectorial de bien

capital movible . . . ... ... oL

7 CONCLUSIONES

............ 33

56



INDICE DE FIGURAS INDICE DE FIGURAS

Indice de figuras

= O 00 g O Ol Wi~

Produccién-utilidad . . . . . . .. ..o 24
Funcién de Produccion . . . . . . ... ... 38
Relacion entre w y kj,caso 1 . . . . .. ... ... 000 40
Relacion entre w y kj,caso 2 . . . . . ... ... 41
Relacion entre w y p,caso 1 . . . . . . . . ... ... L. 43
Relacion entre w y p,caso 2 . . . . . . . ... 44
Relacion conjunta entre wy kj, wy p,casol . . .. ... ... ... .. 45
Relacion conjunta entre w y kj, wy p,caso2 . . . . .. ... ... ... 45
Relacién entre Ky A, caso 1 . . . . . . . . . ... 53
Relaciéon entre Ky A, caso2 . . . . . . . ... 54



1 INTRODUCCION

1. INTRODUCCION

“Podemos tener una interpretacion de la realidad donde sea posible que las
cuentas de la economia se puedan alterar, al menos eventualmente, por las
imdgenes de la poesia”

— Mauricio Garcia Villegas

El presente documento corresponde al trabajo investigativo realizado en la modalidad
de tesis y hace referencia a la reconstruccién teérica de una aplicacién en el campo
de las ciencias econémicas. Trata, en concreto, del andlisis del Modelo de crecimiento
6ptimo de Ramsey adaptado al Modelo de crecimiento bisectorial de Uzawa bajo la
premisa del capital movible.

La praxis investigativa en el programa de Licenciatura en Matematicas en relacién con
el area de la economia es escaza y, la trascendencia y utilidad de la teoria matematica
en este caso son poco conocidas. Por ello, este trabajo tiene el propdsito de ser un es-
tudio introductorio a la investigacion sobre esta drea, ademés de poder constituir una
referencia bibliografica para futuras investigaciones. Todo lo anterior motivo la eleccién
del tema y determiné el interés por mostrar como las teorias matematicas del Control
optimo y de Variaciones eras utilizadas en el andlisis econémico. Para delimitar esta
elecciéon, se optd trabajar en la teoria de crecimiento econémico centrando la atencion
en un caso particular presentado en el libro Variational Methods in Economics [1].

Sin embargo, para cumplir ese propésito se requiere que el tema tratado en este tra-
bajo sea claro y detallado. Entonces, el principal objetivo es reconstruir en detalle el
desarrollo tedrico de la aplicacién del Modelo de crecimiento éptimo en un Modelo de
crecimiento bisectorial en el caso en el que el bien capital es libremente transferible.
Se hace necesario presentar un desarrollo completo de los procedimientos y resultados
obtenidos matematicamente, brindar una interpretacién mas detallada de esos desarro-
llos y ofrecer una explicaciéon mas completa del andlisis econémico realizado, ademas
de reunir y seleccionar la informaciéon mas relevante del tema para un previo estudio y
describir los resultados generales del proceso de optimizacion en la aplicacion. Asi, se
retinen varias fuentes de informacion, en su mayoria libros y articulos, y se escogen las
mas relevantes de acuerdo a su proximidad con el tema de estudio. Luego se estudia la
teoria de la aplicacién y se proponen ideas sustentadas en los antecedentes escogidos
para ser agregadas en cada punto de la reconstruccién y se realizan los procedimientos
matematicos que hacen falta.

En los siguientes apartados es posible encontrar la definicion del problema de investi-
gacion relacionada con la aplicacién econdémica, los antecedentes en los que se basa el
analisis del escenario econémico y la teoria y conceptos necesarios para interpretar el
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desarrollo tedrico de los modelos de crecimiento. También se encuentran la metodologia
llevada a cabo en el trabajo y, principalmente, la reconstruccion del desarrollo tedrico
de la aplicacion econdomica, la descripcién de los resultados generales del proceso de
optimizacién en la aplicacion y las conclusiones de este trabajo.



2 RESUMEN

2. RESUMEN

El desarrollo tedrico del Modelo de Ramsey adaptado a un modelo bisectorial con bien
capital movible es un tema econdémico poco comprensible y de dificil interpretacion.
Los documentos que hacen mencién de él ofrecen un tratamiento limitado, superficial,
corto y muy resumido. Por ende, este tipo de temas son muy poco consultados y tra-
bajados, ademas de ser poco conocidos. Para que el campo de las ciencias econémicas
sea una alternativa de investigacion es necesario que estos temas sean méas accesibles a
la comunidad académica.

El objetivo de este trabajo es presentar una reconstruccién de ese desarrollo tedrico
en el que se pueda ofrecer una interpretaciéon mas completa y detallada, basada en el
libro Variational Methods in Economics[l]. Con este fin, la pregunta de investigacién
es la siguiente: jQué procedimientos economicos e interpretaciones economicas hacen
mas comprensible el modelo de Ramsey aplicado al bien capital libremente transferible
entre industrias? En este caso, es de mencionar que el andalisis matematico implica un
manejo previo de conceptos sobre teoria de crecimiento econémico, microeconomia y
macroeconomia, y de matematica avanzada como lo es la teoria de control 6ptimo.

Dar solucién a esta interrogante implica la realizacion de un estudio previo de la infor-
macién seleccionada para tener un manejo y dominio, la reinterpretacién de la teoria de
la aplicaciéon proponiendo ideas sustentadas en los antecedentes escogidos, completar
los procedimientos matematicos y complementar el andlisis grafico realizado. Entonces,
los resultados del trabajo muestran que es fundamental e indispensable tener ciertas
bases tedricas que faciliten la lectura del desarrollo tedrico y, principalmente, que la
interpretacién mejora significativamente y ofrece una mejor idea de lo que sucede al
analizar el escenario econémico en el que es llevada la aplicacién.

Teniendo esto en cuenta, es recomendable dejar registro de cualquier nueva idea o inter-
pretacién que se tenga a modo de bitacora y ponerlas en debate y discusién. También
lo es conservar el formalismo del desarrollo estudiado de los modelos econémicos y ma-
nejar una estructura de andlisis consecutiva organizada de las deducciones concebidas.

Palabras claves

Aplicacion, modelo de crecimiento, economia, analisis econémico, reconstruccién,
optimizacién, interpretacion, sectorial, bien capital, bienestar, consumo, movible, in-
version, utilidad, bienes, produccién.



3 DEFINICION DEL PROBLEMA

3. DEFINICION DEL PROBLEMA

3.1. Planteamiento

Al cursar la carrera de Licenciatura en Matematicas, fueron vistos algunos tépicos
y temas en donde existia aplicabilidad de las distintas ramas de la Matematica. Fue
entonces de interés ver como trascendia esta de su estudio netamente tedrico y era de
utilidad para explicar hechos y fenémenos de la realidad. También se podia observar
como en semilleros de investigacion surgian propuestas de trabajo y alternativas para
aplicar la matematica. Algunos de estos trabajos se basaban en el estudio de la fisica,
la didactica, los fenémenos biolégicos y otros. Surgié la curiosidad de conocer cémo
eran aplicadas las matematicas en otros campos de investigacién y pensando en las
posibilidades futuras de investigar se presté atencién a la trascendencia matematica en
las ciencias econdomicas. Este campo de la ciencia presentaba escaza exploracion inves-
tigativa en el programa. Inicialmente no se disponia de mucha informacion al respecto,
no obstante, se recibieron sugerencias de companeros docentes y se eligié investigar un
modelo matematico de economia que involucraba una parte de las matematicas avan-
zada en complejidad; el célculo de variaciones. Este modelo se denominaba Modelo de
Ramsey y su aplicacién al modelo bisectorial donde el bien capital es libremente trans-
ferible se seleccioné como tema de investigacion, por lo que se optd estudiar la teoria
desarrollada en el libro [1]. Sin embargo, este desarrollo era poco entendible y detallado,
dificultando de manera significativa su interpretacion.
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3.2. Formulacion

Revisando la teoria desarrollada en el libro [1] sobre la aplicacién del modelo de
crecimiento 6ptimal de Ramsey a un modelo bisectorial en el que el bien de inversiéon
es movible notamos que las descripciones relativas a los fenémenos econémicos y los
resultados matematicos en esta son poco comprensibles y presentan dificultad en su
interpretacién. Se requiere entonces de un tratamiento tedrico mas detallado y con
descripciones mas completas para un mejor estudio de este tema.

Pregunta de investigacion

L Qué procedimientos econémicos e interpretaciones econémicas hacen mas com-
prensible el modelo de Ramsey aplicado al bien capital libremente transferible entre
industrias?
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3.3. Justificacion

El presente trabajo es llevado a cabo por el vacio explicativo que posee este tema
y la dificultad que presenta la interpretacién del desarrollo tedérico de esta aplicacion
econémica. Ademas, dada la escaza disponibilidad de informacién resultado de inves-
tigaciones relacionadas con esta area, es necesario un documento introductorio a la
investigacion de las ciencias econémicas que pueda constituir una referencia bibliografi-
ca para demas companeros del programa.
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3.4. Objetivos

3.4.1. General

Reconstruir en detalle el desarrollo tedrico del Modelo de crecimiento 6ptimal de
Ramsey aplicado a un modelo econémico bisectorial donde el bien capital es libremente
transferible entre industrias.

3.4.2. Especificos

@ Reunir y seleccionar informacion con maés relevancia para estudiar e interpretar
la teoria de variaciones, de control 6ptimo y la teoria de crecimiento econémico.

@ Presentar un desarrollo completo de los procedimientos y resultados obtenidos
matematicamente en cada punto de la aplicacion.

@& Ofrecer una interpretacién mas detallada del desarrollo matematico de la aplica-
cién y una explicacion més completa del andlisis que recibe ese escenario econémi-
co.

@& Describir desde el punto de vista econdémico los resultados obtenidos durante
proceso de optimizacién del modelo bisectorial mediante la interpretacion de dia-
gramas de fase.

11
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4. ESTADO DEL ARTE

4.1. Marco de Antecedentes

OPTIMAL GROWTH AND THE GOLDEN RULE IN A TWO-SECTOR
MODEL OF CAPITAL ACCUMULATION

Senouci(2011), Realizo un estudio en Paris School of Economics, con el objetivo
de contribuir a la literatura sobre crecimiento optimo de dos sectores, resolviendo, por
primera vez el problema de Ramsey con una funcién de utilidad céncava en un entorno
de dos sectores sin progreso técnico en el caso discreto. Para el cumplimiento de es-
te proposito presenta el modelo, las anotaciones necesarias, asi como la suposicién de
intensidad de capital, describe el tnico estado estacionario y la regla de oro, a conti-
nuacion analiza el patrén de transicion de una economia que inicialmente tiene menos
capital de lo que se desea a largo plazo, en el caso de que el sector de consumo sea
siempre relativamente intensivo en capital, y el caso en que el sector de inversiéon es
siempre relativamente intensivo en capital. Finalmente analiza los efectos dinamicos de
los choques en la tasa de descuento subjetiva.

Obteniendo los siguientes resultados de su investigaciéon: cualquier economia que co-
mience a partir de una relacion de capital ky que sea menor que la relacion equilibrada
k. mondtonamente converge al estado estacionario (k*,p*). La transicién éptima siem-
pre tiene lugar con aumentos en los salarios relativos, independientemente de cualquier
supuesto de intensidad de capital. El alquiler relativo disminuye a medida que se acu-
mula el capital. El capital se volveria mas barato a medida que se haga més abundante
junto con la transicion. Si el sector de consumo es relativamente intensivo en capital,
entonces las ganancias de capital son naturales durante la transicién; pero si el sector
de inversion es relativamente intensivo en capital, la transicién tiene lugar con una
disminucién suave en el precio relativo del capital. y Finalmente al considerar el pro-
greso técnico en el modelo presentado, gracias a la centralidad del sector de capital en
la expresion de la regla (cuasi)-oro probablemente inducird diferentes efectos sobre el
consumo y el PIB, pero también sobre los salarios, los precios relativos, los precios de
los activos, etc.

Esta investigaciéon muestra resultados importantes del estudio de un modelo bisectorial,
ademas de ilustrar el lugar que ocupan estos en el estudio del crecimiento econémico

MATHEMATICAL OPTIMIZATION AND ECONOMIC THEORY

Intriligator (2002), a través de la sociedad de matemadtica industrial y aplicada
(SIAM) presenta en los Angeles California una reedicién integra de la obra publicada
por primera vez por Prentice-Hall, Englewood Cliffs, Nueva Jersey, 1971.

Libro que proporciona una introducciéon y un estudio auténomo de las técnicas de pro-
gramacion y control matemaéatico y sus aplicaciones a problemas estaticos y dinamicos
en la economia, respectivamente. Se distingue por cubrir en profundidad tanto los pro-
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blemas estaticos como los problemas dindmicos de optimizacion y las técnicas de su
solucién, presentado muchas aplicaciones de estas técnicas a la economia.

El texto comprende una cantidad considerable de temas para mostrar sus importan-
tes interrelaciones y la légica del desarrollo. A través de este se encuentran diversos
problemas que exigen la manipulacion de técnicas, pero en su mayoria son problemas
de ensenanza o de investigacién, que sugieren nuevas ideas y ofrecen un desafio a los
interesados en el material.

El desarrollo de su trabajo muestra esta divido en las siguientes partes : La I como

capitulo introductorio, que analiza la relacién entre los problemas economizadores y la
teoria econémica. La II y III se refieren a problemas estaticos, definidos en un punto en
el tiempo. Especificamente la I presenta técnicas de optimizacion estética (programa-
ci6én), que incluyen programacion cldsica, programacién no lineal, programacién lineal
y teoria de juegos y la III presenta aplicaciones de estas técnicas a problemas en la
asignacion econdmica, que incluyen la teoria del hogar, la teoria de la empresa, el equi-
librio general y la economia del bienestar. La IV y V se refieren a problemas dindmicos,
definidos en un intervalo de tiempo. Exactamente la IV presenta técnicas dinamicas de
optimizacién (control), que incluyen el cdlculo de variaciones, la programacion dindmi-
ca, el principio maximo y los juegos diferenciales y la V presenta las aplicaciones de
estas técnicas a un problema de asignacién econémica a lo largo del tiempo, a saber, el
del crecimiento econémico éptimo.
De todo su trabajo se hace referencia a esta ultima (Parte V, aplicaciones de la opti-
mizacién dindmica), por su capitulo de crecimiento econdémico optimo, el cual describe
los supuestos y las condiciones del modelo de crecimiento neocléasico, luego hacen uso
de la técnicas de optimizacién dinamica para analizar el crecimiento econémico éptimo
neoclasico, posterior a esto expone el modelo de crecimiento de dos sectores presentando
las variables econdmicas y sus relaciones estaticas y dindmicas para resolver el funcio-
nal de utilidad con descuento, por ultimo generalizan el mismo modelo para permitir
diferentes tipos de bienes de capital.

INTRODUCTION TO THE THEORY OF ECONOMIC GROWTH

Ramanathan(1982) profesor emérito en la Universidad de California, San Diego. Pu-
blica este libro como consecuencia de anos de ensenanza e investigacion en el area de
crecimiento econémico. No se encontraba satisfecho con los ltimos libros publicados
sobre el tema, por ser trabajos desiguales en cuanto a su dificultad técnica, que si bien
eran excelentes, resultaban ser dificiles para los estudiantes de posgrado de primer ano
y para los estudiantes avanzados, por otro lado encontraba libros expositivos como el
de Solow que se iban al otro extremo (en cuanto a complejidad), entonces su objetivo
principal fue cerrar esta brecha y lanzar un texto apropiadamente al nivel de un estu-
diante tipico matriculado en un curso inicial de teoria del crecimiento.

La cobertura de la publicacion incluye un capitulo sobre comercio internacional y creci-

13



4.1 Marco de Antecedentes 4 ESTADO DEL ARTE

miento econémico y otro sobre la velocidad del ajuste. El libro comienza con los modelos
simples de Harrod-Domar, Solow-Swan y gradualmente lleva al lector a modelos mas
complicados que incluyen progreso técnico, dinero y crecimiento, crecimiento 6ptimo,
modelos de dos sectores. Se referencia especificamente los capitulos 9 y 10 que propor-
cionan introducciones al crecimiento 6ptimo y modelos de crecimiento de dos sectores,
respectivamente. Puntualmente el noveno expone la optimizacion inter-temporal, las
interpretaciones econémicas y el andlisis del diagrama de fase del crecimiento optimo.
El décimo muestra las condiciones y las relaciones entre las variables comprendidas en
el modelo estatico y dinamico de dos sectores, la estabilidad de equilibrio a largo plazo
y la extension al caso de la tasa de ahorro variable.

ELEMENTS OF DYNAMIC OPTIMIZATION

Chiang(1992) economista matematico estadounidense y profesor emérito de eco-
nomia en la Universidad de Connecticut publica este trabajo como continuacion de los
Métodos Fundamentales de la Economia Matematica, fiel a su estilo mantiene su pacien-
cia expositiva, con el deseo de brindar claridad y legibilidad. La discusién de las técnicas
matematicas siempre se refuerza con ilustraciones numéricas, ejemplos econémicos y
problemas de ejercicio.

En los ejemplos se evidencia el uso de modelos econémicos apropiados en la ilus-
tracion de la funcion de las técnicas matematicas particulares en estudio. Incluye tanto
aplicaciones recientes a la época de publicacién como clésicas, con el objetivo de estu-
diar los nuevas panoramas econémicos, sin dejar de lado los articulos clasicos excelentes
para fines ilustrativos porque la estructura del modelo esta despejada con suposiciones
complicadas secundarias. Ademas, al combinar modelos econémicos antiguos y nuevos
proporciona una visién interesante del desarrollo del pensamiento econémico.

A pesar de trabajar el calculo de variaciones y la teoria de control optimo minuciosa-
mente y explicar la programacion dinamica en tiempo discreto es un texto introductorio
de técnicas matematicas y problemas econémicos ttiles en el propodsito de explorar mo-
delos y situaciones econémicas mas complejas.

En especial se cita el capitulo cinco, horizonte de planificaciéon infinito en el que se
expone el modelo de Ramsey, describiendo los supuestos y relaciones econémicas nece-
sarias para establecer el funcional objetivo. Se aplica las técnicas de calculo variacional
para determina la soluciéon del modelo, la cual es interpretada mediante el diagramas
de fase.
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APUNTES DE CRECIMIENTO ECONOMICO

Sala-i-Martin (2000), economista estadounidense y profesor de la cétedra de eco-
nomia en la Universidad de Columbia, publicé un libro como resultado de recopilar
varios apuntes de clase, motivado por algunos de sus companeros y profesores colegas.
En este es presentada una descripcion del pensamiento econémico contemporaneo en
temas de crecimiento econémico con el propoésito de acercar esta teoria al estudiante
de economia. Entre otras cosas, se analizan con detalle los modelos de tasa de ahorro
e inversion constantes, la economia de mercado, los modelos lineales y de crecimiento
endégeno, y los modelos neoclésicos de optimizacién. Sin embargo, este libro se basa
en la metodologia y los conceptos desarrollados por los economistas neoclésicos de la
segunda mitad del siglo XX.

En el capitulo primero se describe el modelo de Solow y Swan y se introducen los con-
ceptos mas relevantes que se encontraran a lo largo del libro. Ademaés, este ofrece una
idea de como se plantea un modelo de tipo neoclasico y las implicaciones que tiene en
las interrelaciones socio-econémicas. Ya en el capitulo quinto, la teoria que es analizada
trata del crecimiento 6ptimo con el enfoque neoclasico en el que el modelo de optimi-
zacion del bienestar intertemporal o Modelo de Ramsey es planteado. En este punto,
son varios los supuestos modificados y otros agregados, por cuanto el modelo es mas
complejo y requiere de una teoria matematica mas avanzada.

Evidentemente, se trata de un texto que ofrece un recurso teodrico valioso. El trata-
miento que recibe el tema por parte del autor es conciso y muy concreto, aunque el
nivel matematico que demanda no es, en principio, facil de manejar. La descripcion
que se encuentra en él con relacién al Modelo de Ramsey es ilustrativa y las ideas bien
organizadas en ambos apartados, ademas de brindar una deduccion detallada de cada
expresion matematica desarrollada en el mismo.
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OPTIMIZACION DINAMICA Y TEORIA ECONOMICA

Bonifaz F. y Lama R. (1999), profesores de la Facultad de Economia y miembros
del centro de investigacién de la Universidad del Pacifico en Lima, Peru, recopilaron
sus experiencias al dirigir el curso Métodos de Optimizacién Econdémica y las documen-
taron en el presente libro. Su realizaciéon tuvo como principal motivo la inaccesibilidad
a textos universitarios en el mercado bibliografico de ese pais, escritos en espanol y que
abarcaran el tema. De esta manera, estudiantes tanto de pregrado como de posgrado
no tendrian tantas limitaciones al profundizar cualquiera de los temas desarrollados.

El texto pretende ser un documento introductorio a las técnicas matematicas de op-
timizacién intertemporal mas importantes aplicadas al analisis econdémico, tales como
calculo de variaciones, control 6ptimo y programacién dindmica, y presenta la teoria
de las aplicaciones econémicas. Ademads, tiene la finalidad de constituir un aporte bi-
bliografico accesible para los profesionales que deseen estudiar ciencias econémicas o
reforzar su conocimiento en esta érea.

El capitulo de interés en el documento se centra enteramente en la teoria de control
6ptimo y abarca los problemas de optimizacion y aplicaciones en algunos. Se presenta
en primer lugar el problema de control 6ptimo basico; se describen las variables, las
trayectorias temporales y se realizan graficos de las sendas de esas variables. Posterior-
mente, se discute el tratamiento del problema comenzando por explicar cada condiciéon
al problema que se debe cumplir para que este sea factible. Después es realizada una
comparacion entre este problema y el de Célculo de variaciones. Por ltimo, se desa-
rrolla el problema de control 6ptimo para el caso de un horizonte temporal infinito, de
especial importancia para el manejo del tema de trabajo, pues en este, se presta aten-
cién a la aplicaciéon del modelo neoclésico de crecimiento éptimal o Modelo de Ramsey.

Lo anteriormente expuesto constituye las razones de tomar este libro como referen-
cia para el trabajo realizado, facilitando una mejor interpretacion del tratamiento del
problema de Ramsey en aspectos como la definicién de los entes sociales, el comporta-
miento de las variables que reciben una descripciéon econémica, su inmediata relacién
con la teoria matematica ubicada en el mismo apartado y, lo més importante: la inter-
pretacion econdémica logica consecuente a la deduccion de ecuaciones de equilibrio y la
construcciéon de graficas que explican la dinamica de crecimiento de la economia.
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ON A TWO-SECTOR MODEL OF ECONOMIC GROWTH

Uzawa H. (1961), profesor emérito de la Universidad de Stanford y economista ja-
ponés, cred un articulo publicado en el Centro de Informacién Técnica de Defensa en
Virginia, EE. UU, como resultado de una investigacién apoyada por la Oficina de Inves-
tigacién Naval bajo la tarea NR-0/7-004 sobre el proceso de crecimiento en un modelo
de acumulacion de capital de dos sectores y el problema de estabilidad del balance de un
crecimiento econémico en equilibrio bajo las hipotesis neoclasicas. De forma preliminar,
se formula el modelo neocléasico de crecimiento econémico similar al desarrollo dado por
Solow y Swan en términos de la funcién de produccién agregada. Esta funcion especifica
la relacién entre el producto y los factores de produccion, y la acompana el supuesto
de que el producto se compone de unidades homogéneas equivalentes al capital o, por
lo menos, la relacion entre los precios de ambas es alguna constante.

La economia consiste en dos tipos de bien; de inversién y de consumo, producidos por
dos factores; capital y trabajo y los precios de ambos bienes se determinan a fin de
suplir el requisito de demanda. Se supone ademés que el capital se deprecia a una tasa
fija, la tasa de crecimiento del trabajo es constante y se determina exégenamente, el in-
greso de las empresas se gasta inicamente en bienes de inversién, el de los trabajadores
en bienes de consumo, y la produccion esta sujeta a las condiciones neoclédsicas. Bajo
tales hipdtesis, entonces, la investigacion intenta mostrar que el estado de crecimiento
estable existe y el proceso de crecimiento, comenzando con una composicién arbitraria
de capital y mano de obra, se acerca a ese crecimiento estable siempre que el sector de
bienes de consumo sea mas intensivo en capital que el sector de bienes de inversion.

Los resultados de este estudio se resumen en que dada una tasa de crecimiento de la
mano de obra A y una tasa de depreciacion del capital p que cumplen el requisito de
que sumados se encuentren entre un conjunto de valores razonables de la produccion
marginal del bien de inversion, entonces existe al menos una relaciéon capital-trabajo
equilibrada y, para el proceso de crecimiento que se inicia en una composicién arbitra-
ria inicial de capital-trabajo, la relacién capital-trabajo agregado k(t) converge a una
relacién capital-trabajo equilibrada. Recibe especial atencién una parte del desarrollo
tedrico que trata sobre la relacién de precios de los productos asociada a la relacién del
salario-alquiler y a las asignaciones de minimizacién de costos. Se definen también los
valores factibles de esas variables bajo ciertas restricciones, lo que es de gran utilidad
para este trabajo.
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4.2. Marco Teorico

En la reconstruccién del modelo se tuvieron en cuenta diversas teorias y puntos
de vista de diferentes autores como: Xavier Sala i Martin, George Hadley y Murray
Kemp, Jose Luis Bonifaz y Ruy Lama; en cuyos textos se encuentra informacién sobre
los fundamentos neoclésicos del modelo de Solow-Swan, modelo de Ramsey y teoria de
control. Conozcamos mas respecto a ello.

FUNDAMENTOS NEOCLASICOS DEL MODELO DE SOLOW-SWAN

En el estudio de un modelo es indispensable conocer las bases y supuestos que
lo sustentan para ejecutar procedimientos de acuerdo al drea de trabajo delimitada
por estos. Ademads de dar el contexto en el que se deben interpretar los resultados o
deducciones alcanzadas. Por tal razén se comienza con la identidad de renta nacional, a
la cual se reduce por medio de supuestos para ilustrar el modelo en cuestion. Entonces
si:

t — tiempo en anos

Y, — Producto Interno Bruto

C; — Consumo privado de las familias

I, — inversién

Gy — gasto publico

NX,; — exportaciones netas.

Se puede escribir la identidad nacional como:

mostrando que el producto interno bruto de un pais en el ano t puede ser divido en
cuatro partes: la primera que compran las familias, C;, la segunda que compran las
empresas,l;, la tercera la compra el gobierno,G;, y finalmente la que se exporta al
extranjero. Entonces, la parte de la izquierda puede ser interpretada como la oferta de la
economia mientras los términos de la derecha se denominan componentes de la demanda
agregada. Como cada uno de estos componentes presenta un comportamiento complejo
dificultando el estudio de todos a la vez, el economista de acuerdo a sus intereses de
investigacion, decide aislar los que considere mas importantes. Asi; en este modelo se
estudia el papel de la inversién en capital fisico como impulsor esencial del crecimiento
econémico a largo plazo y determinar si la tasa de crecimiento se puede aumentar
si el gobierno aumentara la tasa de inversion nacional. Para tal propdsito se aisla la
inversién de los deméds aspectos de la economia, entonces se simplifica la identidad (4.1)
bajo los siguientes supuestos: no hay exportaciones NX; = 0 y el gobierno no gasta
nada G; = 0, es decir se plantea una economia sin gasto publico, cerrada porque no
hay exportaciones, sin movimientos de capitales, por lo que la economia no puede pedir
prestado, lo que implica invertir todo lo ahorrado dentro del propio pais. De este modo
la identidad nacional se reduce a

Y, =C,+1, (4.2)
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Por lo tanto, cuando la economia estd cerrada y no hay gasto publico, el producto
nacional se distribuye entre consumidores y inversores. Obsérvese que si restamos el
consumo de los dos lados de (4.2) obtenemos que el ahorro (la produccion o renta que
no se consume) es igual a la inversion: Yy — Cy = Sy = I,, donde S; es el ahorro. Por
lo tanto, en una economia cerrada sin gasto publico, el ahorro de las familias es igual
la inversion o la demanda de las empresas .

Se encuentra que la funcion de produccion en la que se basa el modelo es neoclésica,
la cual se revisa a continuacion. El modelo, considera que en la encomia hay oferta o
produccién al combinar tres factores fundamentales (inputs). El primero es el factor
trabajo, pero en la realidad hay diferentes clases de trabajo, por lo tanto distintos tipos
de trabajadores, aspecto obviado al suponer a todos lo trabajadores idénticos y la suma
de todos ellos se representa como L; indicando la cantidad de trabajadores de la eco-
nomia en el instante ¢. El segundo es el factor capital simbolizado por K;. “El concepto
de capital estara relacionado con las maquinas u otros utensilios fisicos que utilizan las
empresas en el proceso de produccion (este concepto incluird edificios, estructuras, ins-
trumentos, ordenadores, material electrénico y un largo etcétera). Una caracteristica de
las maquinas es que son bienes materiales que las empresas compran a otras empresas
"2 Y el tercero corresponde a la tecnologia, cuyo nivel se representa por A, la cual
indican la proporcion precisa en que se deben combinar capital y trabajadores.
Los factores de producciéon se distinguen por la siguiente caracteristica “los bienes ca-
pital y trabajo son bienes rivales, mientras la tecnologia no es rival. El concepto de
rivalidad es muy importante. Se dice que un bien es rival sino puede ser utilizado por
mas de un usuario a la vez. Si un bien puede ser Utilizado por mucha gente al mismo
tiempo se dice que no es rival” 3.
Al reunir estos tres factores, se une para empezar a producir bienes finales, Y. Lo cual
se puede puede representar mediante la siguiente funcion de produccién

}/t — \I/ (Kt, Lt, At) (43)

Entonces, la producciéon que son los valores que entrega esta funcién, aumenta si se
pone a trabajar mas bienes de capital, mas trabajadores o se mejora la tecnologia. Como
se supone a la tecnologia como contante para continuar de acuerdo al propésito de “ver
si se puede crecer para siempre simplemente invirtiendo una fraccién constante de la
produccién” 4. Mantener la tecnologia constante implica que la fucién de produccién
solamente depende de Ky, y L;, razon por la cual se determina rescribir (4.3) como

Vi = W (K, L) (4.4)

ISALA I MARTIN, Xavier. Apuntes de crecimiento econémico. Barcelona Espafia. Antoni Bosch.
2012. Pag 11.

2Ibid. P4ag 12.

3Ibid. Pag 12.

4Ibid. Pag 12.
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donde, el capital y el trabajo son continuamente sustituibles.
Se indico que esta es una funcién de produccion es neoclésica, lo que le implica cumplir
la siguientes propiedades :

1).

).

I1).

funcion de produccion presenta rendimientos constantes a escala. Algebraicamen-
te, esto quiere decir que si doblamos la cantidad del factor trabajo y del factor
capital, la cantidad de producto se dobla. Si multiplicamos K y L por una cons-
tante arbitraria, N, entonces la produccion también se multiplica por la misma
constante:

g’ (AKt, )\Lt, At) - )\\IJ (Kt7 Lt7 At) .

Matemdticamente, esta propiedad se conoce con el nombre de homogeneidad de
grado uno.

El sequndo supuesto que caracteriza la funcion de produccion neocldsica es que la
productividad marginal de todos los factores de produccion es positiva pero decre-
ciente. Otra manera de decir lo mismo es que la produccion presenta rendimientos
decrecientes del capital y del trabajo cuando éstos se consideran por separado. A
medida que anadimos trabajadores adicionales, sin cambiar el stock de capital, la
produccion aumenta, pero lo hace tanto menos cuantos mas trabajadores tenga-
mos ya trabajando. Lo mismo pasa con el capital: a medida que aumentamos el
numero de maquinas, la produccion aumenta, pero lo hace tanto menos cuantas
mas mdquinas tengamos ya.

Algebraicamente, esto significa que el producto marginal del capital y del traba-
jo son positivos (el producto marginal de un factor es la derivada parcial de la
produccidn con respecto al factor en cuestion)

ov ov
a—K>0,a—L>O,

y decrecientes (las sequndas derivadas son negativas):

U s
OK? ©ooLr T

El tercer supuesto que debe satisfacer una funcion de produccion neocldsica, W (o),
se refiere a un conjunto de requerimientos llamados condiciones de Inada. Estas
extgen que la productividad marginal del capital se aprorime a cero cuando el
capital tiende a infinito y que tienda a infinito cuando el capital se aproxima a
cero,

DL L
dmar =0 o Mmar o
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Condiciones andlogas se aplican al trabajo,’

i ov i ov
150 0L 0 )
otros supuestos que se hacen en el modelo de Solow y Swan son: las familias consu-
men una parte constante de su renta o produccién, también se considera una tase de
depreciacion constante, pues la empresas no invierten simplemente para poseer mas ca-
pital, sino para utilizar en la produccion futura, este nuevo capital puede ser destinado
al aumento del stock de capital o para remplazar el capital que se deteriora duran-
te el proceso de produccion, viendo estas consideraciones en términos de contabilidad
nacional se tiene que
la inversidon bruta (la cantidad de output adquirido por las empresas, ;) es igual a la
inversion neta (el aumento neto del stock de maquinaria o capital) mds la depreciacion.
Si denotamos el aumento de capital como K= ddff tenemos I; = Kt—i—Dt donde Dy es la
depreciacion. Para simplificar nuestro andlisis, supondremos que en cada momento del
tiempo, una fraccion contaste de las maquinas, §, se deteriora por lo que la deprecia-
cion total es igual a la tasa de depreciacion & multiplicada por la cantidad de maquinas
existentes: 0 K;. Fsto nos permite escribir la anterior igualdad como I, = K+ 0K;. El
supuesto de depreciacion constante también nos indica que las maquinas son siempre
productivas mientras no se deterioran.’
Por ultimo, se asume que toda la poblacién trabaja y crece a una tasa exogena y cons-

— L
tante n = I

MODELO DE RAMSEY

La formulacién modelo de crecimiento econémico de dos sectores, con capital libre-
mente transferible entre industrias, se apoya en el modelo de Ramsey para poner en
contraste las implicaciones de los supuestos que se hacen, por tal razén a continuacion
se expone este modelo para dar a conocer consideraciones que el desarrollo de la re-
construccién permite aclarar argumentos y supuestos que van apareciendo.

En el modelo de Ramsey de un sector la tasa de inversién, esto es, la tasa de variacion
temporal del stock de capital es una variable que la sociedad puede controlar como lo
considere conveniente. Pero que no podia cambiar con el tiempo de cualquier forma. En
pocas palabras Ramsey busco una trayectoria temporal del stock del capital que maxi-
mizara determinado funcional de utilidad, satifaciendo ciertas limitaciones técnicas de
produccion

Entrando en detalle, en el mundo de Ramsey hay un solo bien homogéneo que se produ-
ce con la ayuda del stock de capital K y la fuerza de trabajo L. Sin embargo, se supone
que la fuerza de trabajo es constante, de modo que la producciéon Y puede escribirse

°Ibid. P4g 13-15.
6Tbid. P4g 17,18.
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como una funcién de una tunica variable Y = W(K). Se asumird que ¥, € C”, es una
funcion concava. Se asumird también que no hay deterioro o depreciacién del stock de

capital. La produccién se divide entre el consumo C'y la inversién K (E %). Asi

C+K=Y=VY(K)

por tanto que _
C=VK)-K (4.5)

Se requiere que C' > 0 (una tasa de consumo negativa no es posible) y que ¥(K) > 0
(una tasa de produccién negativa no es posible). Sin embargo, se permite que K sea
negativo; Dado que la depreciacién es asumida lejana (es decir, no hay depreciacién),
esto implica que el capital puede ser consumido. Esto completa la descripcion de los
aspectos tecnoldgicos de la economia.

La economia que se acaba de describir serda imaginada para que funcione durante todo
el tiempo futuro, es decir, el “horizonte de planificacién” es infinitamente distante.
Queda por considerar el funcional de utilidad cuya maximizacion determina el desarrollo
de la economia a través del tiempo. Si se especifica un programa de inversién K (t), se
determina la tasa de consumo C' en funcién de t.

Al desarrollar una medida de utilidad se busca asociar con cada funcién C'(¢) un nimero
% |C (t)] que proporcione una evaluacién numérica de todo el programa de consumo.
El nidmero se conoce como la utilidad de la funcién C (t), es decir, del programa de
consumo. Esta asociacion define un funcional % en el espacio de funciones que consta
de todos los posibles programas de consumo.

Esta no es la tinica forma en la que se puede definir %7 de manera convincente. Ramsey
definié % como

vic) - /OOOU(O(t))dt (4.6)

donde U es una funcion de la tasa de consumo; real, continua, céncava y no de-
creciente. U se puede ver como la medicién de la “utilidad instantanea” o la tasa de
utilidad en cualquier instante particular ¢. En la practica se hard referencia a U (C' (t))
como funcién de utilidad. Por lo tanto, la evaluaciéon numérica colocada en un progra-
ma C'(t) es la integral en todo el tiempo futuro de la funcién de utilidad U (C (t)).
No se admite descuento o ponderacion de utilidades. Esta medida tiene una serie de
propiedades convenientes, incluyendo la de aditividad temporal (las tasas de consumo
de diferentes periodos hacen una contribucién aditiva). Sin embargo, tiene la desventaja
de que en general, es decir, en ausencia de restricciones ain no especificadas sobre U
y W, la integral puede divergir, lo que implica que el dominio de % no puede incluir
todos los programas C'(t). Restricciones sobre U y U serdn consideradas en breve.
Surge la pregunta ; cudnta libertad hay en la elecciéon de U (y por tanto %) y cudn
susceptible es el camino éptimo al elegir U?. El requisito de que la contribucion del con-
sumo en diferentes puntos de tiempo haga una contribucién aditiva limita severamente
la eleccion del % . Si %, es un funcional de utilidad especifica, entonces cualquier otra
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funcional de utilidad % con las mismas propiedades de aditividad estd relacionada con
24 por una transformacion afin positiva, de modo que % = a?4 + b, a > 0. Esto a
su vez restringe todas las posibles funciones de utilidad U a la forma U = aUy, a > 0.
Ahora las ecuaciones de Euler y las condiciones de esquina no cambian si F' es reempla-
zado por aF'. Asi, para el problema de Ramsey, la politica o regla éptima es invariante
bajo la eleccién de la funcién de utilidad de la clase de funciones que se puede utilizar
en lugar de U;.

El problema entonces es determinar la trayectoria K (t) de la acumulacién de capital
que maximiza % [ C'], es decir, maximiza la integral no descontada de la utilidad sobre
todo el tiempo futuro, con el capital inicial dado. Después de aplicar (4.5) a (4.6), el
problema es el de encontrar la funcién K (¢) suave a trozos que maximiza

J[K]:/OOOU<\I/(K)—K>dt (4.7)

sujeto a K (0) = K. Asi, se observa que K y K estan sujetos al requisito de que C' > 0
y, por tanto, K < U (K). Cuando el intervalo de integracién es ilimitado, el problema se
formula correctamente y la teoria sélo es aplicable cuando la integral converge para el
conjunto de funciones permisibles K (¢). Como se ha observado, esto no serd cierto pa-
ra (4.7) para una eleccién arbitraria de la funcién de utilidad y la funcién de produccién.

Para la convergencia de la integral es necesario que U como una funcién del tiem-
po vaya a cero cuando t va al infinito. Y para la satisfaccién de esta condicién es
necesario que (a) exista algin valor finito de K, digase K* que sea tal que 0 =
UV (K*)] > U[¥(K)| para todo K, o (b) U|[¥ (K)] sea una funcién creciente de
K ylimg o U [V (K)] =0.

La condicién (a) se satisface si U tiene la forma representada en la Figura 2.15 y si,
para algin K, U (K) = C*; se satisface también si U es de la forma representada en la
Figura 2.16 y si ¥ tiene la forma mostrada en la Figura 2.15 (con W sustituido por U,
K por C'y K* por C* y con el origen del eje vertical desplazado hacia abajo) y alcanza
un maximo de C* en K*. La condicién (b) se satisface si U tiene la forma mostrada
en la Figura 2.14 y si ¥ no tiene limites; se satisface también si U tiene la forma de la
Figura 2.15 o de la Figura 2.16 y si limg ., ¥ (K) = C*.
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u(Cc)

U(C) U(C)

Caso 1 Caso 2 Caso 3

Figura 1: Produccién-utilidad

Fuente: HADLEY. G, KEMP. M, Variational methods in economics, 1973

Por lo tanto, se puede permitir que las curvas de utilidad tomen cualquiera de las
formas mostradas en los tres casos. En el caso 1, supU(C (t)) existe pero U (C (t))
no posee un maximo; sup U(C (t)) se aproxima asintéticamente cuando C' se acerca al
infinito. En el caso 2, supU(C (t)) existe y hay al menos un valor de C' para el cual
U(C(t)) =supU(C(t)). En el caso 3, supU(C (t)) no existe. Si sup U(C (t)) existe, es
costumbre decir que la funcién de utilidad se satura. En el caso la funcién de utilidad
se satura a un valor finito de C; En el caso 1 se satura a medida que C' se acerca al
infinito. En los tres casos las curvas se han dibujado de tal manera que U (0) se define.
Sin embargo, esto no es algo en lo que se insista; Estd permitido que U (C) tenga una
asintota vertical en C' = 0 o que U (C) se defina solamente para valores de C' mayores
que algun valor positivo minimo.

De manera similar, se podria permitir que la funciéon de produccién tuviera cual-
quiera de las formas ilustradas el la figura de los tres casos. (Por supuesto, los ejes deben
ser adecuadamente etiquetados de nuevo y el origen del eje vertical desplazado hacia
abajo.) La funcién de produccion, que se dice saturada de sup ¥ (K), existe. Puede
saturarse en cualquiera de las formas descritas en el caso 1 y el caso 2.

De las nueve parejas de funciones de produccién y de utilidad sugeridas por los
tres casos de la Figura 1, se debe omitir aquella que contiene funciones de utilidad y
produccién ilimitadas; Pues entonces la integral no puede hacerse convergente. Por otro
lado, para parejas que contienen funciones de utilidad y producciéon ambas delimitadas,
puede ser necesario tratar por separado el caso en que el limite superior de la utili-
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dad es el resultado de la saturacién de funcién de utilidad y el caso en el que, a largo
plazo, la utilidad esta limitada por la saturacién de la funcién de produccion. Supon-
gase, por tanto, que U (C') es de la forma representada en el caso 2 y que la gréfica de
U (K) tiene una de las formas que se muestran en el caso 1 y el caso 2. Siempre que
C* <sup V¥ (K) digase que la funcién de utilidad determina la utilidad alcanzable més
grande; Y siempre que C* > U (K) pueda decir que el limite superior de utilidad a
largo plazo estd determinado por consideraciones tecnologicas. El comportamiento del
sistema puede variar considerablemente de un caso a otro; Por lo tanto los dos casos
deben ser tratados por separado.

Asi, la atencién se limita a los casos en que al menos una de las funciones U (C)
y V(K) tiene un supremo. Ahora definiendo U* como el supremo de niveles de uti-
lidad que se puede mantener indefinidamente. Si la funcién de utilidad tiene un su-
premum, se pone U* = sup U (C). Si sélo la produccién posee un supremum, se pone
U* = Ulsup ¥ (K)]. Asi, en todo caso U* estéd definido; y en todos los casos U* = 0.
Siguiendo a Ramsey, U* sera llamado el nivel de satisfaccion de utilidad.
Se han impuesto severas restricciones al conjunto de pares de funciones de produccion
y de utilidad admisibles. Sin embargo, ellos no aseguran por si mismos que la integral
(4.7) converge o que se tiene un problema significativo en el calculo de las variaciones.
Maés adelante se vera que en los casos en que la satisfaccion no puede alcanzarse con un
stock finito de capital, todavia es posible que la integral diverja ( a menos infinito) para
todo K (t) posible. Sin embargo, si la satisfaccion puede alcanzarse con capital finito,
siempre existen trayectorias admisibles para las cuales la integral es finita . Entonces
es posible, pero ain no es cierto, que J [ y | tenga un maximo.

Por ultimo, una caracteristica ligeramente perturbadora de la misma. Supongamos
que C* se define por la saturacién de la funcién de produccién en K* = K; C* = ¥ (K*)
. Entonces requerimos que U sea tal que U (C*) = 0. Esto significa que cualquier cambio
en las condiciones técnicas de produccion que cambie el valor de K* requiere un cambio
de compensacion en U; de lo contrario, el problema deja de estar bien planteado. Por
supuesto, esta dependencia precisa de las preferencias en las condiciones técnicas tiene
poco sentido econdémico.

CONTROL OPTIMO

Después de plantear las relaciones y restricciones econémicas estaticas y dinamicas del
modelo de dos sectores con capital libremente transferibles entre industrias, se plantea
el funcional objetivo en conformidad con estos. El cual se resuelve o se le hallan las sen-
das optimas de las variables, que describen el comportamiento del sistema dindmico,
aplicando la teoria de control optimo.

Entonces en un problema de Control 6ptimo se debe identificar del conjunto de trayec-
torias admisibles las sendas temporales que optimizan los valores de ciertas variables y
con ello el comportamiento de un sistema a través del tiempo. Detallando, un problema
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bésico de control 6ptimo consiste en:

Maximizar / f(ty,u
sujeto a v =g(ty,u

y (0) = yo (yo dado)
y(T)=yr (yr libre)
u(t)eQ  Vtel0,T]

0, 7] (4.8)

El tratamiento de este problema en la teoria del control éptimo, establece tres tipos de
variables. La variable temporal t, la variable de estado y(t) y la variable u(t) llamada
variable de control. “La variable de control, estda sujeta a la decision del agente que
enfrenta el problema de optimizacién intertemporal, mientras que la segunda variable,
la de estado, refleja el resultado de las decisiones tomadas sobre la variable de control””.
Centrar el andlisis en la variable de control, supone pasar a segundo plano la revisién
de la variable de estado, esto es permitido si

la decision sobre la trayectoria de la variable de control u(t) origina, una vez deter-
minada una condicion inicial para la variable de estado y(t), una inequivoca trayectoria
de estado fruto de esa decision concreta sobre la trayectoria de control. Es por ello por
lo que un problema de control éptimo debe contener una ecuacion que relacione a la
variable de control u(t) con la variable de estado y(t):
d
=gty (1) u)] (4.9)

o de otra forma®.

y' =gty u) (4.10)
La anterior ecuacién recibe el nombre de ecuacién de movimiento o de estado, en
donde se muestra la relacion entre la variacion respecto al tiempo de la variable de
estado (y') con las variables ¢, y y u por medio de una funcién g(e). Al determinar
el valor optimo de la variable de control en un momento del tiempo t, la funcién g(e)
establece la direccion y trayectoria de crecimiento de la variable de estado a través del
tiempo. De este modo, “ cuando el agente optimizador selecciona la senda 6ptima de
la variable de control, afecta tanto de manera directa el funcional objetivo mediante la
variable u(t), como de manera indirecta a través de la variable y(t), que se encuentra
definida por la ecuacién de movimiento.”?.

"BONIFAZ, José Luis. LAMA, Ruy Optimizacion dindmica y teoria econdmica. Lima Perid. Uni-
versidad del Pacifico, Centro de Investigacién. 1999. Pdg 98.

SRODRIGUEZ URIA, Marfa Victoria et al. Optimizacion dindmica. Oviedo. Servicio de Publica-
ciones, Universidad de Oviedo. 1997. P4g 62.

9BONIFAZ. Op.cit. P4g 99.
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En el problema (4.8) el valor de y (T') es libre, debido a que en la obtencién de la condi-
cién de primer orden del problema de control optimo se efectiia de acuerdo a las sendas
de control factibles. A partir de la ecuacién de movimiento para cada senda de control
factible se puede determinar su respectiva trayectoria factible de la variable de esta-
do.Si se considera un valor terminal dado, la sendas factibles de la variable de control
deben ser seleccionadas previamente para garantizar el valor terminal de la variable de
estado. Entonces un valor terminal libre permite obtener la condicion de primer orden
del problema de control optimo.

En cuanto a la variable de control u(t), se puede decir que esta delimitada por el conjun-
to w, que normalmente es compacto y convexo. Una restriccién que permite la existencia
de soluciones de esquina para el problema de control, lo cual lo diferencia de los proble-
mas del calculo de variaciones en lo que se consideran solamente soluciones interiores.
No todos lo problemas de control imponen esta restriccién de (2 = (—o0,00)), por
tanto es posible encontrar problemas en los que la condicién u (t) € €2 no se incluye.
En la técnica de control optimo no se requiere la continuidad y diferenciabilidad de
las taryectorias de las variables de control y de estado en todo el horizonte de tiempo
[0, T]. Para la variable de control es suficiente con que sea continua por tramos, lo que
le permite a la senda de control tener un cierto niimero puntos con discontinuidades,
eso si con la condiciéon de que dichos puntos no se tienda a infinito. En cuanto a la
variable de estado, como minimo dese ser continua y diferenciable por tramos, es decir
que puede tener puntos en los que no se puede diferenciar respecto al tiempo. Lo que
graficamente significa que la trayectoria abarca puntos con esquina.

En cuanto a la condicién de primer orden: principio del maximo se tiene que

en el control éptimo, a partir de la funcion intermedia f (t,y,u), la ecuacién de movi-
miento y' = g (t,y,u) y una variable auzxiliar X (t), denominada variable de coestado,
se determina la funcion Hamiltoniana del siguiente modo:

H (t,y,u, \) = f(t,y,u) + A(t) g (t,y,u) (4.11)

Para determinar la senda de las variables de control y estado que resuelven el problema,
a partir de la funcion Hamiltoniana se emplea una condicion de primer orden, deno-
minada principio del mdzrimo.°.
El principio del maximo indica que las trayectorias u* (t), y* (t) y A\* (t) resuelve el pro-
blema (4.8) si cumple las siguientes condiciones impuestas a la funcién Hamiltoniana
(4.11):

a. mfxxH(t,y,u, A) sujeto a wu(t) €

by O
' TN

o (4.12)
. =~

d. AT)=0

10Thid. Pag 101.
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La primera condicion establece que el Hamiltoniano debe ser maximizado con respecto a
la variable de control, sujeto a la restriccion dada por el conjunto §2. La mazimizacion
del Hamiltoniano puede brindar basicamente dos tipos de soluciones: una solucion al
interior del conjunto €2 o una solucion en el contorno. St H dependiera de manera no
lineal de “u”, para mazximizar H, en el punto mdximo se debe cumplir que la primera
derivada con respecto a la variable de control sea igual a cero y que el Hamiltoniano sea

W,

concavo con respecto a “u

oH 0 0*H

ou 7 Ou?

Por otra parte, con el mismo conjunto §, si H (T) dependiera linealmente de la

variable de control, la primera deriwada nunca se haria igual a cero. En este caso, la
mazximizacion daria una solucion de esquina

OH

m
La sequnda condicion constituye la ecuacion de movimiento de la variable de estado.
La tercera condicion representa la ecuacion de movimiento de la variable de coestado.
Estas dos ecuactones, simultdineamente, se denominan sistema canonico o sistema Ha-
miltoniano. Finalmente, la cuarta condicion consiste en la condicion de transversalidad
para el problema de control éptimo, cuando el valor terminal de la variable de estado
es libre.tL.
El problema de control optimo (4.8) puede sufrir cambios como: valor final de la va-
riable de estado determinado ( yr, T libre), un horizonte de tiempo indeterminado (7'
libre), o un valor final de la variable de estado que dependa del tiempo (curva termi-
nal yr = ¢ (7). Entonces, para dar solucién al problema de control optimo sujeto a
estos tres casos, es necesario establecer condiciones de transversalidad diferentes a las
expuestas en el principio del maximo (4.12). La condicién de transversalidad genérica
para estos tres casos es:

<0

>0

[H],_ AT — NT)Ayy = 0 (4.13)

Por lo tanto, a continuacién se muestra los casos especiales de la condicién de transver-
salidad:

1). Caso 1.- Valor terminal y horizonte temporal fijo

Cuando el valor terminal de la variable de estado y el horizonte temporal se en-
cuentran prefijados, se cumple que sus diferencias Ayr y AT son iguales a cero.
En este sentido, para determinar la solucion del problema de control optimo, basta
emplear la condicion;'?.

y(T)=yr (T, yr libre) (4.14)

UThid. Pag 102.
12Thid. Pag 118.
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1).

I11).

Caso 2.- Valor terminal fijo

En este caso, como el valor terminal de la variable de estado es constante, se
cumple que su primera diferencia Ayr es igual a cero. En este sentido, para que
se satisfaga la condicion (4.13) independientemente del valor que tome la diferen-
cia del horizonte de tiempo AT, debe cumplirse:

[H], 7 =0 (4.15)
Es decir, el Hamiltoniano debe ser igual a cero en el wltimo periodo.'.

Caso 3.- Curva terminal

En este ultimo caso, el valor terminal de la variable de estado depende del ho-
rizonte de tiempo a través de la funcion yr = ¢ (T). Aplicando diferencias, obte-
nemos una condicion que relaciona la variacion del horizonte temporal AT con la
variacion del valor terminal Ayr : yr = ¢’ (T') AT. Reemplazando esta condicion
en (4.13) obtenemos:

[H],_yAT — NT)¢ (T) AT = [H — \¢/],_p AT =0 (4.16)

Para un valor arbitrario de AT, bastard que se cumpla la condicién de transver-
salidad:**
[H — A¢/],_+AT =0 (4.17)

13Tbid. Pag 120.
UThid. Pag 123.
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4.3.

Marco conceptual

Crecimiento economico: Es el aumento del valor de los bienes y servicios produ-
cidos.

Stock: Variable expresada como una cantidad en un momento del tiempo. Un
stock es una cantidad medida en un determinado momento del tiempo. por una
economia durante un periodo de tiempo

Flujo: Es una cantidad medida por unidad de tiempo.

Capital: Factor de produccién que estara relacionado con las maquinas y otros
utensilios fisicos que utilizan las empresas en el proceso de produccién (este con-
cepto incluird edificios, estructuras, instrumentos, ordenadores, material electréni-
co, etcétera). La variable que mide el capital se denota por K (t).

2. Fondos para financiar la acumulacién de equipo y estructuras.

Trabajo: Factor de producciéon que se relaciona con la poblacion y la mano de obra.
Se supondra que que todos los trabajadores son idénticos y la suma de todos ellos
se indicard con la letra L (t). Es decir, L (t) sera la cantidad de trabajadores de
la economia en el momento .

Produccion: Es la oferta de mercancias y bienes y, a su vez, es la renta de un
sector econdémico determinado. Se denota por Y (t) o Y.

Inversion: Bienes comprados por las personas y las empresas para aumentar su
stock de capital. Se denota por I (t) o [

Consumo: Bienes y servicios comprados por los consumidores. La variable que
mide el consumo se denota por C (t) o C.

Depreciacion: Reduccion del stock de capital que se produce con el paso del tiempo
debido al envejecimiento y al uso.

Descuento: Reduccion del valor de los gastos e ingresos futuros, en comparacion
con los gastos e ingresos actuales.

Factor de Descuento: Factor de ponderacion que refleja el grado de impaciencia
intertemporal del individuo, y que tiene la finalidad de asignarle una menor pon-
deracién o una menor valoracién a las utilidades provenientes de periodos mas
alejados con respecto al presente.

Valor Presente: Comparacién entre flujos de dinero provenientes del futuro con
respecto al tiempo presente.

Ingreso Disponible: cantidad de dinero remanente con la que cuenta el agente,en
un periodo cualquiera, para gastos de consumo.
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= Fcuacion de movimiento: Determina el comportamiento del ingreso disponible en
el tiempo.

= Variable de Estado: Refleja el resultado del problema y no es directamente con-
trolable por el agente.

» Variable de Control: Es aquella que debe elegir un agente con el fin de optimizar
la funcién objetivo
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5. MARCO METODOLOGICO

5.1. Linea y tipo de investigacion

Como se ha mencionado el presente trabajo se encargd de detallar el planteamiento,
la formulaciéon econémica, la optimizacion dindmica y el andlisis grafico del sistema
dinamico, del modelo bisectorial, en el que el bien capital es libremente transferible
entre industrias y se busca maximizar el funcional objetivo de Ramsey.

Se reunio6 cuidadosamente informacién bibliografica con conceptos, situaciones economi-
cas, modelos similares y técnicas matematicas para dar un tratamiento minucioso al
modelo mencionado anteriormente. Asi, la investigacién que se implemento en la ejecu-
cién de este proyecto fue de tipo explorativa y descriptiva.

Explorativa, porque se realizé un acercamiento a un teméatica de poco conocimiento
y familiarizacién , en el programa de Licenciatura en Mateméticas de la Universidad de
Cundinamarca sede Fusagasugd, con el propdsito de despertar el interés por este tema
y asi, en el futuro se desarrollar investigaciones més complejas, ya que en la actualidad
el programa en mencién registra muy pocos estudios en el campo econémico, a pesar
de que el perfil académico lo permite.

Descriptiva, porque se especific y caracterizo matematica y econémicamente los

procedimientos y resultados que fueron apareciendo en el modelo; dando el porqué de
cada uno de estos.
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6. RESULTADOS

6.1. Apliacion del Modelo 6ptimal de Ramsey al Modelo bi-
sectorial de bien capital movible

Introduccién

Un analisis de un escenario econémico donde la sociedad participa en las dinamicas
de demanda y oferta de un solo sector econémico es una referencia ahora necesaria. En
este, la teoria de crecimiento econémico respondia al problema de la sociedad de aumen-
tar su propia renta y mejorar la calidad de vida de cada individuo, ofreciendo ademas
informacion para que ésta tomara las decisiones mas convenientes. El planteamiento de
este problema constituyé el Modelo de Ramsey y su proposito fue la optimizacién del
bienestar de las generaciones presentes y futuras de la sociedad controlando su consu-
mo, capital y producto a lo largo de un periodo de tiempo.

Los supuestos que ilustraron el mudo econémico de Ramsey fueron: un solo bien ho-
mogéneo que se produce con la ayuda del capital y la fuerza de trabajo disponible,
mano de obra constante que implica una produccién solamente en funcién del stock
de capital, funcién concava y con segunda derivada continua, ademas el capital no se
deprecia y la produccién en cada instante t se distribuye entre consumo e inversion.

En este capitulo los supuestos mencionados seran menos estrictos, concretamente la
economia, produce un bien de consumo especializado en una industria y un bien de
inversion especializado en otra industria, procesos de producciéon que se distinguen de
una industria a otra pues sin importar el factor de alquiler, la relacién entre el capital
que minimiza costos y mano de obra no necesariamente son iguales. Ademas, se asume
que la poblacién (mano de obra) crece auténoma y exponencialmente a una tasa gamma
(7). Por dltimo, se mantiene la condicién de capital inmortal, es decir no se deprecia.
Con estos cambios se establecen nuevas relaciones estaticas y dindmicas.

En el estudio, andalisis y detalle del modelo se asumen supuestos adicionales para con-
servar el sentido del modelo, dando el contexto requerido para estos.

Este modelo bisectorial resulta de unir el modelo de Ramsey y Uzawa aumentado la
complejidad del analisis que se hace en los modelos unisectoriales, aunque esta alejado
de la dificultad encontrada en los modelos multisectoriales, los modelos de dos sectores
ayudan a disuadir dudas que se encuentran en esta teoria avanzada del crecimiento
econdmico.
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Recostruccion del Modelo

En el siguiente modelo el capital de la economia distribuido entre las industrias se
puede mover sin costo ni demora, es decir, es libremente transferible.

La produccién de dos bienes especializados cambia el planteamiento del problema
de Ramsey. En general, el consumo de la sociedad se suple iinicamente por la industria
de bienes de consumo, eliminado la posibilidad de ser complementada con el stock de
capital o, en otras palabras, el capital no puede ser consumido.

Se presenta un problema de asignacion de factores de produccién a resolver en cada
instante. En el planteamiento de Ramsey tratado anteriormente no existia esta situa-
cion al destinar todo el capital y mano de obra a la unica industria encargada de la
produccién. Ahora en el nuevo mundo de dos mercancias se debe decidir para cada t
que porcién de los factores de produccion le corresponde a cada industria.

Surge la pregunta ; Quién controla cada una de las cuatro asignaciones de los fac-
tores y de que forma lo hace? hay dos opciones: que sean controlados directamente
por la Autoridad de planificacion y posteriormente se determina la trayectoria optima
en el tiempo para cada asignacion, o se podria pensar que esta asignacion de factores
recae sobre los directivos de las empresa competitivas que desean maximizar benéficos
de acuerdo a los precios de los productos y de los alquileres de factores establecidos por
el Planificador directamente o indirectamente. Los resultados dependen del mecanismo
que se adopte, aspecto que no se entrara a detallar. en el presente modelo se supondra
que la asignacion de factores sera controlada por la Autoridad de planificacién indirec-
tamente al establecer la relacién de precios de los productos, y los gerentes de las firmas
individuales se ajustan tanto a estos precios como los de alquiler de los factores que se
determinan de forma competitiva.

Al saber que porcion de los factores le corresponde a cada industria, se determina
la produccién de cada una y ademas la tasa de acumulacion de capital. Ademas co-
nociendo la cantidad de factores que posee inicialmente la comunidad y la trayectoria
temporal de los precios permite explorar el rumbo futuro de toda la economia. con una
demanda de productos regulada por la Autoridad de planificacién.

Otro aspecto relevante en el actual planteamiento, es el del argumento de la fun-
cion de Utilidad instantanea U. Como la poblacion crece exponecialmente a través del
tiempo, la utilidad estara en funciéon del consumo promedio inicamente. Asi el tamano
de la poblacion no afecta el bienestar. Al comparar con el modelo sencillo de Ramsey
como la poblacién se mantenia constante, no era una asunto de importancia y era mas
un aspecto de forma matematica si se consideraba la utilidad en funcién del consumo
promedio o total.
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Asi, el problema de la Autoridad de planificacién es determinar la trayectoria de
precios de los productos que maximiza:

/0 T Ue))dt, (6.1)

donde ¢(t) de acuerdo a lo mencionado en lineas anteriores, representa el consumo
promedio en el instante ¢.

La maximizacion del funcional de utilidad se debe realizar de acuerdo a las condi-

ciones que definen el modelo en estudio. Se muestra el engranaje econémico que ilustra
como los precios de los productos afecta la trayectoria del consumo promedio.
Sean Y) y Y5 las tasas de produccion de cada uno de los bienes especializados, logra-
das al emplear la mano de obra (L ) y el capital (K) disponible. L y K representan
trabajo y capital total de la economia. Si K es la cantidad de capital invertido en la
industria j, y L; es la cantidad de mano de obra empleada en la industria j, la relacién
de produccion de la j-esima industria puede ser escrita como:

Y, = U(K,, L) = 1,2 (6.2)

Como los outputs del bien capital y del bien de consumo, estan sujetos a funciones
de produccién neoclésicas, ¥; se supone céncava y diferenciable. Para calcular la pro-
duccion promedio de la industria j dividimos por la cantidad de trabajadores o mano
de obra empleada por esta:

Y, 1

L) =12 (6.3)

J

Como ¥; cumple con la propiedad matemética de ser homogénea de grado uno, que
econdémicamente equivale a los rendimientos constantes a escala, entonces:

Y; K, L,
Sl /I et Mt =1.92 6.4
El termino % indica cuanto capital le corresponde a cada trabajador, esto es, la
J
relacién capital:trabajo per cépita en la industria j, nombrando k; = K;/Lj;, se tiene :
Y .
7=k 1) =1,2 (6.5)

J

Esta ecuacién de la produccién promedio en la industria j, al considerar v;(k;) =

WU, (k;, 1), es reescrita como:
Y, .
=i (k) J=1,2 (6.6)
J

la cual solamente depende de la relacién capital:trabajo k;. Despejando Y; de la
anterior ecuacion, se obtiene:

Yy =Ly (k;) j=1,2 (6.7)
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la cual muestra que la produccion de la industria j equivale al producto del factor

escala L; con la funcién de ¢ (k;), es decir, se multiplica la produccién en promedio de un

trabajador por el total de trabajadores de la industria j. Ahora nombrando y; = Y;/L,

que es la produccién per capita de cualquier trabajador del bien j y [; = L;/L que es
la porcién de trabajadores empleados en la industria j, se tiene que:

Lyy; (kj) L

y; =Y;/L = % = fj%‘ (k) = L;(k;) (6.8)

Téngase en cuenta que si en alguna de las dos industrias el capital o la mano de obra

disponible es igual a cero, su respectiva produccién sera nula, en términos matemaéticos:

V;(0,L;) = W;(K;,0) =0 j=1,2 (6.9)

Ahora, se determinan las expresion que represente el cambio en la produccion de la
industria j ante un cambio en el capital, entonces se deriva la funcién de producciéon
de la mercancia j respecto al capital K

0 0
—V (K, L) = %Lﬂﬂ(kj)
J

K,
_ o dv(ky) d (ﬁ)
iak, dK, \ I, 6,10
_ g dlk) T '
T
dy(ky) _
=g =v(k)

lo mismo se hace para encontrar la expresion que represente el cambio de la produc-
cion de la industria 7 ante un cambio en la mano de obra, entonces se deriva respecto
a L]

0 0

a—Lj‘I’(KjaLﬂ = aLijw(kj)
0L, d d (K,
= oL, P (ky) + Ljd_k;j (1 (K;)) - (d_LJ (LT))
= (k) + Ly(45(ky)) - (-%) (6.11)

= ;(k;) — < ]L%J> - (kj)
= 1 (ky) — kjaby(ky)

Asi, se han determinado los productos marginales del capital y mano de obra res-
pectivamente. Estos dependen de k;, es decir, solamente de la porcién de los factores
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de produccion asignada a la industria j.

De acuerdo con la propiedades de la funcion de produccién neoclésica, se tiene pro-
ductividad marginal de los dos factores de producciéon positiva pero decreciente. En
términos matematicos

V' (k;) >0
si k’j >0
V'(k;) <0

k; > 0 indica que el capital por trabajador debe ser mayor, de lo contrario las condicio-
nes anteriores carecerian de sentido. Se deduce de (6.9) que la produccién promedio por
trabajador tiende a cero cuando el capital disponible para este se acerca a cero. ahora
en el caso en el que el capital por trabajador tiende a infinito su producciéon también
tendera a este valor, por ser una funcién monoétonamente creciente. A continuacién se
expresa algebraicamente estas condiciones junto con las de Inada

khr_)nowj( kj) =0
kh_{noo W;(kj) = o0
lim o (k;) = oo (6.12)
kj—0
klgnoow (kj) =

bajo las caracteristicas y supuestos descritos de 1;(k;). Su gréafica se muestra en la
Figura 2.
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Figura 2: Funciéon de Produccion

Fuente: HADLEY. G, KEMP. M, Variational methods in economics, 1973

Las personas trabajan a cambio de un salario w y los propietarios de bienes de capital
lo alquilan a las industrias a una tasa r, que bajo condiciones de competencia perfecta
son pagados de acuerdo a la teoria de la distribucion segtn la productividad marginal.
"En el contexto de la macroeconomia, nos dice que, bajo condiciones competitivas,
el salario real se igualara a el producto marginal del capital como un todo, y que el
rendimiento real por unidad de capital sera igual a el producto marginal del capital
como un todo”, e igual en ambas industrias, entonces:

r = pjw;- (6.13)

w = p;(Y; — ki) (6.14)

donde p; es el precio de los bienes. esta forma de remunerar el trabajo y el alquiler
de capital garantiza que no haya déficits o excedentes del producto total es asegurado
por el teorema de Euler.
Definido el valor del salario (w), y del rendimiento real por unid de capital (r), se calcula
la relacién salario-alquiler de una unidad de capital o relacion de recompensas de los
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factores
L= w _ iy — k)
r piY;
Y — kY
I (6.15)
_ Y Ry
VY
; .
v,

Para ver gréficamente el valor de w se usa la Figura 2, suponiendo que k; = OB,
entonces se tiene que:

¥;(k;) = BC
/ BC
¥;(kj) = 1B
por lo tanto
BC
AB
Por ley de extremos y medios
BC-AB
©="pc 9
=AB—-0OB
= AO

como w es el salario y r el alquiler de una unidad de capital, w puede ser interpretado
como la cantidad de salario que se paga por cada unidad de alquiler de capital pagada.
Diferenciando w con respecto a k; recordando que Wj_}ily) = ¢;, se tiene
J

dw (k) ;(k;) — 5 (kj)ib; (K5)
dk; (¥5)?
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podemos invertirlo
iy (W(k)?
dw V5 (k)05 (k)
mayor a cero por los supuestos de v;(k;) > 0,7,&;-(14:]») >0y ¢;’(k]) < 0y por ley de
signos se deduce este hecho.
Para asi, obtener el nivel competitivo de capital, k;(w), por trabajador en cualquiera de
los sectores en funcién de la relaciéon salarial-renta. La relacion entre k; y w se ilustra
en la siguientes figuras: Figura 3, caso en el que k; > ko es decir, la industria uno es

mas intensiva en capital, Figura 4, caso en el que ky > ki es decir, la industria dos es
mas intensiva en capital.

>0 (6.16)

kj

Y
<
k-

- IE
"
AR
.

Figura 3: Relacion entre w y k;, caso 1
Fuente: HADLEY. G, KEMP. M, Variational methods in economics, 1973
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W

NN
—war gk,

r

Figura 4: Relacion entre w y k;, caso 2
Fuente: HADLEY. G, KEMP. M, Variational methods in economics, 1973

La kj(w)-curva muestra, para la j-ésima industria, la relacién entre el capital por
trabajador en esa industria y la relacién de las recompensas de los factores (que a su vez
es igual a la proporcién de productos marginales); de acuerdo a (%) el comportamiento
de k;(w)-curva es monotonamente creciente (se inclina hacia arriba de izquierda a dere-
cha) y nace del origen de acuerdo a las condiciones de Inada. A cada remuneracion de
factores (w), le corresponde un par de relaciones de factores (una por cada industria),
por ejemplo a w’, le corresponde k] y k5. Si se aumenta w, por ejemplo a w”, ambas
industrias son inducidas a economizar en el empleo de mano de obra al ocuparse mas
capital por trabajador, y una nuevo par de relaciones de capital por trabajadores k:/ll y
k'z/ se establece, la relacién k;j(w) implica la produccion mas eficiente posible de acuerdo
al salario y el alquiler pagado ese instante que permita minimizar costos. Lo anterior,
se cumple para k;/ > k;

Asignado w, se tiene tambien k; y por lo tanto se puede calcular el precio de oferta de
los productos en cada industria que equivalen al valor total de los salarios, wL;, mas el
valor total del alquiler, 7K, en conformidad a los trabajadores y del capital ocupado

en la industria 7, matematicamente
pj = ij + T’Kj

se divide entre L;1;,]la produccion total en la industria j (se tiene lo que produce en
promedio un trabajador y se multiplica por la cantidad de trabajadores empleados
en esa industria) para obtener el costo unitario en promedio de la produccién de la
mercancia j

ij + TK]'

b= L,
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también se puede determinar el precio relativo. Asi, si se denota por p° el precio de
oferta relativa de la segunda materia prima en cuanto a la primera, se tiene ,

coste promedio de la produccion de la sequnda mercancia

S

w) =
Pw) coste promedio de la produccion de la primera mercancia
wlo+rKo

Loy
wli+rKk,

L1y
L2(’LU+7‘(K2/L2))
_ Lo

Li(wir(K1/L1)) (6.17)

Wt k(w) w+ k(W)
 Paka(w) (b (w))

p°(w) puede ser reescrito como

P = = W)

ya que de (6.15) se tiene que

w:w—{—kj
¥

wtkj 1

Y; Y,

Aplicando Ln a p*(w) se tiene que

mwwhm{%%%gzm%%mm—mmww»

lo cual se deriva con respecto a w

L odp _9p dh_ 4y

PP odw Y dw  p,  dw

reemplazando % = —%
Lo (LY s (i
p*odw by )y Patly
L WG
P dw 1
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’
¢j: 1

Aplicando b T otk

se tiene que

1 dp* 1 1

ps.dw __w+k1+w—|—k;2

y multiplicando por w en ambos lados de la ecuacién se obtiene

w dp® w n w
P dw  wAHk wHky

(6.18)

donde —— puede reescribirse como
w+kj

w

e

w rwl; wlL;

w + k; - %+f_jﬂ - WL;T*:KJ :r(ij—l—rKj) - wlLj+rK;

la expresion del numerador representa el total de salarios de la industria 7, y la ex-
presién del denominador son los costos totales de la industria j, (se suman el total
de salarios mas el total de alquiler de capital pagado en la industria j), entonces esta
fraccion representa la razén de participacién del trabajo en la produccién de la j-ésima
industria. Ahora en cuanto al comportamiento de p*(w) respecto a w se identifica que
p*(w), es de pendiente positiva si ky(w) > ko(w) de manera que la primera industria es
relativamente intensiva en capital, y con pendiente negativamente si ko(w) > k1(w), de
modo que la segunda industria es relativamente intensiva en capital. La relacién de w
con p*(w) se ilustra en las Figuras 5y 6

_ ~p-curve

\3"Ino- J pauniisuod

L
|
|
I
I
I
I
|
! \_W_d’; k
— o (5 = T - i
W roy;

Figura 5: Relacion entre w y p, caso 1
Fuente: HADLEY. G, KEMP. M, Variational methods in economics, 1973
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Figura 6: Relacion entre w y p, caso 2
Fuente: HADLEY. G, KEMP. M, Variational methods in economics, 1973

Por otra parte, la elasticidad de la p°-curva es siempre menos de uno de magnitud.
En cuanto al comportamiento de p* cuando w tiende a cero se hace de acuerdo a los
supuestos hechos hasta hora sobre las funciones de produccién. Entonces si ki (w) >
ks(w), p® puede ir ya sea a cero o a un numero finito positivo; y si ks(w) > ki (w), p*
puede ir ya sea a infinito o a un nimero finito positivo.
para ver conjuntamente el comportamiento de k;j(w) y p*(w) respecto a w se acoplan
por un lado las Figuras 3 y 5 obteniendo la Figura 7, para el caso en el que ky > ko , v
por otro lado las Figuras 4 y 6 obteniendo la Figura 8, para el caso en el que ko > k;
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p-curve

\

constrained o -curve\

Figura 7: Relacion conjunta entre w y kj, w y p, caso 1
Fuente: HADLEY. G, KEMP. M, Variational methods in economics, 1973
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Figura 8: Relacion conjunta entre w y k;, w y p, caso 2
Fuente: HADLEY. G, KEMP. M, Variational methods in economics, 1973

El precio de la oferta relativa se define para todos los valores observables de w.
Sin embargo, no todos los valores positivos de w son observables. En condiciones de
competencia, este hecho se observa con las funciones de produccién de tipo neoclasico,
bajo las restricciones anteriores ( ¢ (k;) > 0, ¢ (k;) > 0, ¢" (k;) < 0 para todo k; > 0)
y debiéndose emplear plenamente ambos factores, es decir,

L1+L2:L
Ki+K,=K
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0, equivalentemente,

L+l=1

6.19
kyly + koly = K ( )

En forma practica, en estas ecuaciones de equilibrio, la oferta de trabajo y capital
de la derecha debera suplir plenamente los requerimientos de factores de la izquierda
por parte de ambas industrias.

Adn asi, para cualquier valor w [y k;j(w)] positivo no se puede estar seguro de que
en esta ultima igualdad se obtengan [, y Iy no negativos. Por ello, se consideraran los
valores acordes a lo supuesto y se asumird entonces un /; con el valor mds pequeno que
sera 0 y otro con el mas alto que serd 1. En términos de la figura anterior, sean

= maz{wy,ws} (6.20)

& €

= min{wy,ws}

los valores extremo de la relacion salario-alquiler w donde, solo en este caso, w; esta
definido por k = kj(w) y wsy esta definido por k = ko(w) de forma tnica. Como es
de esperar, cada valor de w tiene un par de asignaciones y w; y wo tienen una nula,
o en otras palabras, los recursos no son asignados a una de las industrias. Asi, en el
plano-k;(w), @ y w se encuentran sucesivamente recorriendo desde k hasta encontrar
las dos curvas-k;(w). Entonces cualquier w mayor que @ o menor que w inducira a
las dos industrias a adoptar coeficientes de factores situados en el mismo lado de k
y prescindiran de recursos o les hara falta, por lo que serd incompatible con el pleno
empleo de ambos factores. Bajo condiciones competitivas, por lo tanto, se observarian
solo aquellos w situados entre W y w:

174
A

WwWSwSw

Por otra parte, si el plano-p(w) se sittia de forma que el eje de precio relativo sea vertical,
se deduce que la curva-p® restringida (la curva con trazo mas grueso en el cuadrante
izquierdo de la dltima figura) se vuelve perfectamente eldstica en @ y w. Ahora se
definen

p° = min{p*(w), p*(@)} (6.21)

y
p’ = maz{p*(w), p’ (@)} (6.22)

como los valores extremo del precio de oferta relativa p® y p = py/p; como precio relativo
de mercado de los bienes. Se interpretara la posicion de este tltimo en en eje de precio
relativo. Suponiendo que se encuentra en o por debajo de p*, o

p<p’

es evidente que el pais debe estar completamente especializado en la produccion de la
primera mercancia; con w = w de acuerdo a como la primera industria sea relativa-
mente intensiva en capital, o con w = W de acuerdo a como la segunda industria sea
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relativamente intensiva en capital.
Igualmente, si p se encuentra en o por encima de p°, o

P’<p

el pais debe estar completamente especializado en la produccion de la segunda mer-
cancia; con w = w de acuerdo a como la primera industria sea relativamente intensiva
en trabajo, o con w = w de acuerdo a como la segunda industria sea relativamente
intensiva en trabajo.

Si una industria estd inactiva, ambos productos marginales, de capital y de trabajo, son
cero. Para que la posibilidad de una especializacion completa en la produccion exista
es necesario expresar las recompensas o pago de los factores de forma menos restrictiva
como

r2 pjl/);
w 2 pi(y — k;y)

con igualdad estricta para j = 1 y/o j = 2 dado que existen ambas o una de las
asignaciones y con desigualdad cuando no existe la otra y el resultado es cero. Esto
completa la descripcion de las limitaciones estaticas del problema. De igual manera, se
han reunido las relaciones necesarias entre las variables, y reunido restricciones sobre
el comportamiento de esas relaciones para, en cualquier punto del tiempo ¢ y sélo dada
la razén capital-trabajo k(t), regular la produccién, la asignacién de factores y el pago
de cada factor por medio de un solo control; el precio relativo de los bienes.

(6.23)

Sera conveniente tener estas restricciones reunidas en un solo lugar:

yi = Lp(ky)  j=1,2. (6.24)

klll + kzlg == k (626)

r 2 pii(ky)  KG[r = pii(ky)] = (6.27)

w 2 pi(Y; — kii(ky)  Lilw — pi(Y; — kiy(k;))] =0 (6.28)

w = ZEEZ; —k; j=1 y/o 2 (6.29)
lh=0 si p>p°

l; 20 con (6.30)
lLb=0 si p< P’

L R 6.31

ST (6:31)

W = max{w,ws} (6.32)
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w = min{wy,ws} (6.33)

i (R (w

g =iy w), p(@)} = min {wg<k2<_>> PR (@) } ' (6:35)

Se hablara sobre algunas pendientes de comentar. En la cuarta, quinta y sexta se ha
presentado una expresion formal al hecho de que para cada industria las desigualdades
marginales débiles se mantienen como iguales si se produce algo y como desigualdad
cuando no hay produccién en alguna y hay especializaciéon completa en la produccion
de la otra. Ademas, se deben cumplir las igualdades a cero ya sea porque, en efecto, se
produce algo y la diferencia agrupada es cero 6 porque K; = 0y [; = 0 dado que faltan
factores de produccion. Las tltimas tres restricciones sirven para definir recursivamente
p® y p°. Como se ha notado, dado p y k, el sistema de restricciones anterior puede ser
resuelto tnicamente para las variables restantes. Asf serd posible escribir, por ejemplo,

y; = yi(p. k) j=1,2. (6.36)

Queda pendiente ahora, teniendo en cuenta estas restricciones, describir el proceso
en el ambos factores de produccién cambian con el tiempo. Se supone que la poblacién
y la mano de obra crecen a una misma tasa 7:

L(t) = L0 4> 0.

El proceso de acumulacién de capital, por otra parte, es descrito por K(t) = Y5(t), de

donde

i) = G0/ L0 = SO EOED . ke - k0. 031

dt

Al anadir esta ultima expresién a las restricciones estaticas anteriores es posible,
dado solo el valor de k en algiin momento del tiempo, como

k(0) = ko (6.38)

controlar las trayectorias de tiempo completas de produccion, la asignacion de fac-
tores y el pago de los factores por medio de un solo control, el precio relativo.

Se describira ahora el problema de control 6ptimo de este este modelo pero primero
trataremos mas de cerca la funcién U de “utilidad instantanea”.

Se supondra que la primera industria produce el bien de consumo y la segunda
industria el bien de capital. Entonces se tiene U = U(y;). Ademaés, se tendra en cuenta
en este planteamiento del problema de maximizacién una condicion que consistira en
que en todo momento el consumo medio no sea “demasiado bajo”.

Para ello, se insistird en que la produccién percapita del bien de consumo y;(¢) no
sea menor que un nivel de "subsistenciagconstante o variable determinado. Sin embargo,
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esta suposicion es puede ser un inconveniente matematico ya que el consumo 6ptimo
puede permanecer durante algiin tiempo en la frontera asi definida. En consecuencia,
adoptamos el supuesto alternativo, debido a Koopmans:

lim U(y,) = —o0 (6.39)
y1—0

Esta expresién es propia de uno de los casos en los que es posible graficamente
observar como se comporta la utilidad frente al consumo promedio. Si la producciéon
del bien de consumo tiende a ser nula, la utilidad tenderd a menos infinito y asi sera
conveniente alejarse constantemente de esta frontera. Esta suposicién asegura que nunca
serd 6ptimo no consumir nada.

Las restricciones que hemos impuesto a U y 1; no garantizan que la integral

/0 " U ()t

converge. El problema de la no convergencia puede ser eliminado restringiendo adecua-
damente la funcién de utilidad y/o la funcién de produccién unica.

Sin embargo, como aqui se supone que la poblacion y la fuerza de trabajo estan creciendo
exponencialmente; es posible relajar un poco las restricciones impuestas a las funciones
de utilidad y produccién o hacerlas mas faciles de satisfacer. Basta con suponer que
existe un valor de k, digamos k*, tal que

¢ = (k) — vk

alcanza un maximo en k* y tal que U* = U(¢p(k*)) = 0 con U(¢) monotonamente
creciente.

En el modelo actual de dos sectores, se elige una funcién de utilidad instantanea de
manera que U* = U(c¢*) = 0, U'(¢) > 0. Donde ¢* es el nivel més alto de consumo per
capita en consonancia con el crecimiento equilibrado de la economia, es decir, con salidas
y asignaciones de factores que crecen a la misma tasa exponencial v y todos los precios
constantes. Por supuesto, es necesario que £* exista; Y esto implica algunas restricciones
adicionales sobre las funciones de produccion. Asi, para que ambos productos crezcan
exponencialmente, es necesario llegar al estado estacionario donde k= 0, esto es, que
el stock de capital crezca a la misma tasa 7 que la fuerza de trabajo, de modo que k
sea una constante. Esto a su vez implica que

ya(p, k) = vk (6.40)

como vemos de (6.37 ). El estado estacionario que conlleva al mayor nivel de consumo
se llama la regla de oro de acumulacién de capital. Ahora p debe ser elegido de modo
que el consumo promedio y;(p, k) sea un méaximo sujeto a (6.40). Diferenciando
totalmente con respecto a p, e igualando a cero, obtenemos

0 0 dk

a—p?h(p, k) + %yl(% k) - % = 0. (6.41)
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De (6.40), sin embargo,
dk _ Oya(p,k)/9p
dp v — Oya(p, k)/Ok

Ademas, en condiciones de competencia perfecta se tiene que

0 0
o (p, k) + pa—pyz(p, k) =0. (6.42)

o equivalentemente

0 0
8—py1(p, k) = —pa—pm(p, k)

En (6.42) la derivada marginal de y(p, k) respecto a p, se multiplica por p para
transformar a%yg (p, k) que esta en términos de bienes de inversién en su equivalencia en
términos de bienes de consumo, en otras palabras, la producciéon marginal a%yg (p, k) al
ser multiplicada por p se obtiene la cantidad de bienes de consumo que se obtendrian
si la mano de obra y el capital destinado para obtener gpr (p, k) se destinara para a la
produccién de bienes de consumo.Ahora, se reescribe (6.41) al remplazar % y %yl (p, k)
en (6.41))

0 dy2(p, k)/Op
o Gy

Oya(p, k)/Op
_p— k)= —— k) -
Popt D = g R S k) o

0 0 0 0
—pa—p?h(p, k?) <7 - %?ﬁ(p, k)) = %yl(% /f) : a—p?h(p, k)

0 0
—p (v — %yz(p, k)) = —%yl(p, k)

0 0
%yl(p, k) +p%y2(p7 k) =py

1 0

0
ph %yl(p, k) + %yz(p, k)=~

La parte izquierda, sin embargo, es la tasa a la que la produccién per cépita (en términos
de la segunda mercancia) cambia cuando el stock total de capital cambia. Por lo tanto,
es igual al producto marginal del capital en términos de si mismo:

Uy(k2) = 1. (6.43)

asi, (6.40) y (6.43) son las condiciones necesarias para el crecimiento en la edad de
oro. La existencia de un k(p) tal que (6.40) se mantiene es asegurada por las restricciones
(6.12) impuestas a la funcién de produccion 5. Sin embargo, (6.12) no implica por si
mismo la existencia de un w y un Ks(w) tal que (6.43) sea satisfecho. La existencia
de tales valores es un supuesto adicional que se introduce ahora. Habiendo garantizado
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la existencia de k*, el problema del crecimiento econémico éptimo puede ser descrito
como el de encontrar el control p(t) tal que

/0 " Ul (p(t), k() dt (6.44)

es un maximo sujeto a (6.24)-(6.35) y (6.37)-(6.39), y con todas las variables obli-
gadas a ser no negativas.
El problema puede se resuelve aplicando la teoria de control optimo adecuadamente. A
partir de la funcién intermedia U (y; (p(t), k(t))), la ecuacién de movimiento ys(p, k) — vk
y una variable auxiliar A(t), denominada variable de coestado, se determina la expresion
hamiltoniana del siguiente modo:

H(k, A, p) = U(yi(p, k) + Alya(p, k) — k] (6.45)

donde por conveniencia se suprime la dependencia temporal de todas las variables.
En el presente estudio el multiplicador A puede ser interpretado como la utilidad por
unidad de inversion per capita, es decir, como el precio de demanda de la comunidad, en
términos de utilidad, de bienes de capital. Se deduce que H mismo puede interpretarse
como la utilidad de la produccion total per capita. Teniendo en cuenta que p nunca
debe ser cero, incluso cuando es éptimo dedicar todos los recursos a la produccién de
bienes de consumo, y que p es ilimitado hacia arriba, se aplica la primera condiciéon
del principio del maximo que establece que el Hamiltoniano debe ser maximizado con
respecto a la variable de control, entonces

0= QH(Z% k) =U'(n(p, k) - 2yl(n k) + Agyz(Pa k)

o, en vista de que en (6.42),
0 10
— k)=——— k
8pyz(p, ) SopY! (p, k)
se tiene que
0= U (0. K) - (. K) + Ayl b
- Yi1\p, apyl b, apr b,
, 0 10
=U (y1(p, k)) - a—pyl(p, k) + A (—};a—pyl(p, /f))

5 e (6.46)

= U (i (p, k)) - 8_py1<p’ k) — ]_oﬁ_pyl(p’ k)

- [ 3] S

Como una segunda condicion necesaria, se tiene que menos la derivada del Hamiltoniano
respecto a k (intensidad de capital por trabajador) debe ser igual a A

: 0 ) 9, 0
A= —%H(p, k)= — [U (y1(p, k))%yl(% k) + )\%?b(p? k)| + My (6.47)
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En términos econdmicos, el precio de la demanda social de los bienes de capital debe
cambiar a través del tiempo de conformidad con el producto marginal neto imputado
del capital (es decir, después de permitir el equipo de la adicién a la poblacién).

Las ecuaciones diferenciales (6.37) y (6.47), junto con la condicién éptima (6.46) y las
restricciones (6.24)-(6.35) y (6.37)- (6.39), determina las trayectorias de A, p y k en
el tiempo. A continuacion se busca determinar algunas de las caracteristicas generales
de esas trayectorias. Para ello primero se construye un diagrama de fases para \ y k.
De (6.39) se sabe que un consumo igual cero en cualquier instante ¢ no es optimo, por
tanto, el primer bien debe ser producido, lo que indica que la estructura de las dos
ecuaciones diferenciales depende de si se produce el segundo bien.

Por lo tanto, se inicia marcando en el cuadrante no negativo la frontera entre los valores
de k e X\ para los cuales la economia esta completamente especializada en producir el
primer bien o de consumo y los valores para los que produce ambos productos. Esta
frontera se define por (k, \)-pares que satisfacen

A(k) = p*(k) - U'(¢1(K)). (6.48)

Para asegurar que esto es asi, obsérvese primero que cuando la economia se especializa
en producir la primera mercancia pero estd a punto de producir ambas, la derivada
derecha 0y;(p, k)/Op+ es negativa, porque para comenzar a producir eficientemente
unidades del bien de inversion, se debe destinar a su produccién factores que se estaban
usando en la produccion de los bienes de consumo, lo cual reducira la producciéon de
bienes de consumo, afirmacién que se deprende de la definicion de p*(k). De modo que,
de (6.46), que muestra dos expresiones que se multiplican e igualan a cero, es decir
que U'(y1(p, k) — % =00 (%yl(p, k) = 0, pero este ultimo no puede ser cero por lo
anteriormente indicado, entonces

U (p. b)) — % ~0

p (U (n(p, k) — A
p
p-U(yi(p, k) —A=0. (6.49)

Ademas, cuando se produce solamente el bien de consumo y se esta apunto de empezar
a producir el bien de inversién todo el el capital y toda la fuerza de trabajo se encuentra
la industria uno, por tanto K; = Ky L; = L, entonces se observa de (6.8) que

=0

h = %% (/ﬁ)
L, (K
-7 (2

(3

=1 (k)
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= (k). (6.50)

entonces, (6.48) se deduce por medio de (6.49) y (6.50). Para fijar la forma de la
frontera se debe tratar por separado los dos casos en los que, respectivamente, la primera
o segunda industria es relativamente intensiva en capital.

K k°

Figura 9: Relacién entre £y A | caso 1
Fuente: HADLEY. G, KEMP. M, Variational methods in economics, 1973
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AlK)
Kk

Figura 10: Relacion entre k y A , caso 2
Fuente: HADLEY. G, KEMP. M, Variational methods in economics, 1973

Entonces supéngase que la primera industria es relativamente intensiva en capital,
de modo que, para todo w, k1 > ko. A partir de la Figura 7, se deduce que dp*(k)/dk es
positivo, recordando que U y v; son funciones céncavas, esto es que la primera derivada
de U es positiva, U > 0, y la segunda derivada de U es negativa, U" < 0, andlogamente
¥, (k) > 0; por lo tanto

CAE) = o () U () + () U R) 4R (65)
donde p
() U (k) > 0

p*(k) - U"(4hr(K)) - 1 (k) <0

puede ser de cualquier signo, luego, la grafica de A es no monétona (como en la
Figura 9 ). Aunque U’(¢);) puede especificarse independientemente de las funciones
de produccion cuando, no es posible sin restricciones adicionales sobre las funciones
de utilidad y produccion determinar el comportamiento de A, cuando k pasa a cero e
infinito. Cuando k va a cero, A(k) puede ir a cero, un niimero finito positivo, o al infinito;
y lo mismo es cierto cuando k va al infinito. Por ejemplo, es bastante consistente con
nuestros supuestos sobre U y el 1; suponer que

limy_op°(k)/k® = constante o > 0
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limk_mbl(k:)/kﬁ = constante [ >0
limu, 50U’ (¥1) /1] = constante ~ < 0.

Pero entonces limy_op® (k)U'(¢(k)) kTP = constante, de modo que limy_op*-U’ (1 (k)) =
0, una constante positiva o oo segin v > —a/f, 7 < —a/f respectivamente. En la Fi-
gura 9 la gréfica de (k) se muestra comenzando con un valor finito positivo de 7.
Supongamos alternativamente que la segunda industria es relativamente intensiva en
capital, de modo que, para todo w, kj(w) < ko(w). Entonces limg_,oA(k) = 0o y como

en la Figura 8 se observa que Z-p*(k) < 0, entonces en (6.51) se tiene que

a
dk2

p*(k) - U"(4hr (k) - 1 (k) <0

por lo tanto, es decreciente, dA(k)/dk < 0, como en la Figura 10.
Se desprende de las Figuras 9 y 10 que la trayectoria en el tiempo de A\ y k generada por
las ecuaciones diferenciales (6.37) y (6.47), y el diagrama de fase asociado, dependerd
de las intensidades de los factores relativos de las dos industrias.

*(k) - U'(e1(k)) <0
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7 CONCLUSIONES

7.

CONCLUSIONES

En vista del trabajo realizado, se presentan las siguientes apreciaciones:

-

El modelo bisectorial representa a grandes rasgos la economia de un pais, en el
cual la produccién se biparticiona entre consumo e inversiéon; cada uno de estos
se encuentra a cargo de una industria en donde a través del tiempo las familias
buscan obtener el maximo consumo posible bajo las restricciones presupuestarias.

Describiendo minuciosamente cada proceso con su respectiva, interpretacion econémi-
ca, los resultados esperados poseen mayor precision encontrando asi el contexto
el cual interpretarlo.

En la teoria hallada sobre el crecimiento econémico de los modelos conocidos como
bisectoriales, se infiere que sirven como herramientas de andamiaje para realizar
estudios de modelos mas complejos como lo es el caso de los multisectoriales.

Las restricciones impuestas a los modelos son mas comprensibles si cuentan con
un desarrollo matematico méas detallado.
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