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2. Introduccion

Los sistemas cadticos se empezaron a conocer a partir de algunas
observaciones del meteorélogo Edward Lorenz quien, en 1963 trabajaba
en un programa que pudiera predecir el clima y el comportamiento de la
atmosfera. Se dio cuenta que con valores ligeramente diferentes de
temperatura, predecia comportamientos diferentes en el clima. En un
inicio se creyé que se trataba de un error numérico provenientes del
calculo en la computadora. Tiempo después se reunié evidencia de que lo
que pasaba era un fenémeno unico de alta sensibilidad del sistema a las
condiciones iniciales, que ahora se sabe que se caracteriza, entre otras
cosas, a un sistema caotico. Generalmente la naturaleza del ser humano
quiere entender y controlar todo lo que lo rodea, no dejar nada al azar.
Por esta razon se busca estudiar y analizar la estabilidad de los mismos,
ya que trabajamos con sistemas no lineales esto hace que su analisis sea
mucho més complejo, por lo que encontrar soluciones analiticas en
algunos casos no es posible, asi que recurrimos a una forma de
visualizacion y analisis, por medio de los puntos de equilibrio ya que estos
puntos son aquellos que se encargan de atraer o repelar las trayectorias.
Una forma para obtener el analisis de estos sistemas es primeramente
indagando a cerca de donde provienen, para asi mismo interactuar con
sus valores y lograr obtener el sistema deseado, como por ejemplo el
sistema dinamico Leon de Chua quien en 1983 introdujo un circuito

electrénico simple, que exhibe un comportamiento cadtico, de este



circuito podemos encontrar un sistema de ecuaciones que nos arroja el
oscilador de double scroll, en este oscilador se observa, que si en dicho
sistema se realizan variaciones simples de tiempo o cambios en las
condiciones iniciales le producian cambios en su comportamiento. Por
esta razon, para entender dicho comportamiento cadtico vamos a realizar
un analisis del sistema de ecuaciones, con el fin de dar a conocer el
comportamiento del sistema realizando diferentes cambios de variables y
analizando sus puntos criticos, con el fin de despertar el interés de la

comunidad matematica de la Universidad de Cundinamarca.



3. Definicién del problema
3.0.1. Planteamiento del problema

Con la proliferacion de las redes de comunicacion, se ha publicado en la
literatura, un gran nimero de insipientes aplicaciones tecnoldgicas a ser
implementadas con diferentes tipos de circuitos cadticos. La teoria del
caos es otro paradigma prometedor, el caos es un campo de la dindmica
no lineal y ha sido ampliamente estudiado, teniendo varias aplicaciones
en diferentes dreas, como por ejemplo la economia, la medicina, la
biologia, en el sistema inmunitario humano y demas sujetas a la dinamica
cadtica. Teniendo en cuenta que el comportamiento cadtico se despliega
de un sistema no lineal.

Los comportamientos de estos sistemas se caracterizan por presentar
formas geométricas complejas llamadas atractores, los cuales tienen
cambios a medida que evoluciona o se le aplica un estimulo en
determinado tiempo.

En este trabajo se tendra en cuenta el circuito de chua el cual presenta
diferentes tipos de atractores entre ellos podemos encontrar el doublé
scroll, para realizar el analisis de este atractor primero se va a tener en
cuenta el circuito y sus ecuaciones no lineales debido al diodo de chua que
es el principal componente del circuito el cual exhibe el comportamiento
no lineal posteriormente se hallaran el sistema de ecuaciones del atractor

con su respectivo analisis tanto en sus puntos, como visto graficamente.



3.0.2. Formulacion del problema

En los sistemas dinamicos generalmente se busca estudiar o analizar los
comportamientos del mismo, teniendo como base las variables que lo
conforman y sus puntos de estabilidad e inestabilidad, una forma para
obtener un analisis exhaustivo de estos sistemas es indagando a cerca de
su procedencia, en este caso se trata de un sistema que desencadena un
circuito electronico, el cual permite modificar los elementos del circuito

causando alteraciones en el sistema.

3.0.3. Justificacién del problema

La presente investigacion busca analizar el comportamiento de un
sistema de ecuaciones teniendo en cuenta su procedencia que en este caso
es de un circuito electrénico, buscando sus puntos criticos aplicando
diferentes procedimientos para asi lograr obtener la grafica
representativa. Para empezar esta investigacion y analisis se utilizo a una
herramientas de simulacién como Multisim, con el fin de lograr ver el
comportamiento del circuito alterando sus componentes como
capacitadores, resistencia, inductor o bobina y el diodo que es parte
fundamental del circuito ya que con el se obtiene la parte no lineal, y por
ultimo se realizara la comparacion entre el elemento aplicativo y el
sistema a analizar doublé scroll. Esto con la finalidad de crear conciencia
investigativa en los estudiantes y demostrar otra de las formas en la que
podemos aplicar las matematicas en entornos reales, como lo son los
circuitos, en ellos podemos encontrar aplicaciones en plataformas de

bt



sincronizacion, encriptacién de senales y demas aplicados en la tecnologia

como computadores redes sociales, televisores, etc.



4. Objetivos

4.1. Objetivo general

Estudiar el sistema dindmico double scroll teniendo en cuenta su
procedencia, variando sus componentes para asi observar y analizar su

comportamiento en los diferentes puntos criticos estables o inestables.

4.2. Objetivos especificos

e Investigar a cerca del circuito de chua con sus respectivas variables.
e Buscar los puntos criticos del sistema de double scroll.

e Analizar el comportamiento del sistema dindmico de double scroll en

sus diferentes puntos mediante su gréfica.



5. Estado del arte

5.0.1. Marco de antecedentes

A continuacién encontraran las investigaciones que se han realizado,

junto con sus caracteristicas y donde se han llevado a cabo:

= Alcald martinez minerva Berenice y Angeles garcia Francisco.
(Septiembre 2013 ). Instituto politécnico nacional (Escuela
superior de ingenieria mecanica y eléctrica unidad profesional
“Adolfo Lopez M ateos
CIRCUITO DE CHUA EN LA SINCRONIZACION DE LOS
SISTEMAS CAOTICOS.
El objetivo principal de este trabajo de investigacién es
construir e implementar un circuito de Chua para su aplicacion
en la sincronizacion de los sistemas cadticos usados en las
telecomunicaciones.
Los autores lograron concluir que “El circuito de Chua desde su
construccién resulta ser un dispositivo aunque simple, muy
eficiente, y al ser implementado con un sistema basico de
comunicaciones fungié como pieza fundamental para la
sincronizacion del transmisor y receptor y asi poder enviar una
senal de manera confiable. El circuito de Chua no realiza
encriptacion, ni es la solucion para ello.
La técnica que se utilizé de es la de enmascaramiento cadtico de
la senal, que no es mas que la suma de la senal de la portadora
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de la informacién con la senal cadtica y su posterior separacion
utilizando una copia exacta del circuito de Chua en el receptor,
ya que tanto el transmisor como el receptor deben contar con el
mismo tipo de circuito tanto simulado como practico
funcionaron correctamente se utilizé el analisis de Fourier, la
importancia de esto radica en que este dispositivo puede ser
manipulado a conveniencia del usuario, debido a que el
unicamente prodra conocer la informacién enviada y recibida,

para emplearla de acuerdo a sus necesidades.”

José Rodrigo Balbuena Herrera, Cesar Ivan Beltran Lopez,
Juan Carlos Ponce Fuentes, Arlette Areli Rodriguez Serén y
Francisco Vidal Caballero Dominguez. (Universidad Simén
Bolivar, Tecnolégico de estudios superiores de Ecatepec ).
FORMACION DE OSCILACIONES Y CAOS EN EL
CIRCUITO DE CHUA

El objetivo principal de este trabajo es la caracterizacion de un
sistema no lineal (circuito de chua) al observar los
comportamientos complejos que pueda presentar como las
oscilaciones y caos. Asi mismo, se enuncian los principales
métodos y las estrategias recomendadas para el manejo de
datos provenientes de estos.

Los autores finalmente lograron concluir que “ las herramientas

de la dindamica no lineal, apoyadas en las teorias de la



termodinamica de procesos irreversibles, son aplicables en los
diversos campos de ingenierias y ciencias. Cada vez son més
familiares, pues los modelos que representan a la naturaleza
pueden tratarse de forma no lineal e implementarse en los
modernos equipos de computo. Si se desea caracterizar un
comportamiento complejo, este trabajo aplico el desdoblamiento
de periodos, retratos de fase, mapas de proximo retorno y

obtencion de los exponentes de Lyapunov al circuito de Chua.”

J.A Galviz — Aguilar, J.A Sillas, J.C Nunez pérez. Instituto
Politécnico Nacional, centro de investigacion y desarrollo de
tecnologia digital.

METODOLOGIA DE DISENO E IMPLEMENTACION DE
UN OSCILADOR CAOTICO DE CHUA

El objetivo principal de este trabajo es la implementacion de un
oscilador cadtico especificamente un circuito tipo Chua. Con la
ayuda del software matematico Matlab/ Simulink para la
solucion del sistema dindmico, con el fin de lograr observar las
secuencias y los enrollamientos resultantes teniendo en cuenta
su secuencia cadtica.

Los autores lograron concluir que “ los resultados obtenidos de
la implementacién son idénticos a los obtenidos en las
simulaciones del sistema en Matlab/ Simulink, este trabajo

puede ser una buena referencia para alguien que quiera
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implementar un diseno digital con un simple disenio de bloques

en simulink y el acondicionamiento de las senales”

= Zeraoulia Elhadj. Departamento de matematicas, universidad
de Tebessa — Algeria. J.C Sprott. Departamento de fisica,
universidad de Wisconsin 2008-2009
GENERATING 3- SCROLL ATRACTORS FROM ONE
CHUA CIRCUIT (GENERANDO 3- ATRACTORES SCROLL
DE CHUA)
La idea principal de este trabajo es informar sobre el avance de
un atractor cadtico de 3 atractores, en base a tres equilibrios
obtenidos a través de la modificacion directa del circuito de
chua. Ademas, se calcula numéricamente que el nuevo sistema
también puede generar atractores cadticos de un solo
desplazamiento y dos.
Los autores por ultimo concluyen que en este trabajo se logro
demostrar numéricamente la existencia de un atractor cadtico
de 3 desplazamientos con tres equilibrios obtenidos a partir de
la modificacion directa de la ecuacién de chua. El nuevo sistema
tiene algunas propiedades similares al sistema de chua.También
se presenté un analisis detallado de la dinamica de estos
sistemas., teniendo en cuenta otros atractores que se pueden

generar de un solo desplazamiento y dos.

= Johan A. Suykens and Joos Vandewalle, Institute of Electrical

11



and Electronics Engineers 2008

GENERATION OF N- DOUBLE SCROLLS (n = 1,2,3..)
GENERACION DE N-DOBLES DESPLAZAMIENTOS (n =
1,2,3 ..)

La idea principal de este trabajo es observar el circuito de Chua
y asi construir los atractores basandose parcialmente en una
combinacion de linealizacién alrededor de los puntos de
equilibrio y un método alternativo para estudiar el sistema no
lineal que llamamos aproximacion cuasilineal. Este método es
heuristico y cualitativo, pero puede proporcionar una vision
global adicional del estado del espacio y puede abrir nuevos
puntos de vista hacia la construccién de atractores.

Por 1ltimo los autores concluyen que en este documento se
logré generalizar el circuito de Chua introduciendo puntos de
corte adicionales en la caracteristica de la resistencia no lineal,
lo que dio lugar a n - dobles atractores de desplazamiento con
(n = 1,2,3 ...) Estos atractores sirven como un ejemplo para
ilustrar que una combinacion de El andlisis de estabilidad local
con un enfoque cuasilineal puede ser una forma facil de obtener
una vision rapida y aproximada del comportamiento complejo
revelado por los sistemas no lineales. Por lo tanto, el método
puede contribuir como una herramienta para la construccion de

dinamicas.

12



6. Aspectos metodoldégicos
6.1. Tipo de estudio:

El tipo de estudio utilizado durante la realizacién de esta tesis es
analitico ya que se quiere observar el comportamiento de un sistema,
teniendo en cuenta sus valores y asi mismo lograr observar y
analizar su grafica en diferentes puntos. Este proceso se realizara en
dos etapas.La primera consiste en la investigacion a cerca de donde
proviene el sistema y la segunda en el andlisis de la grafica tomando

como base sus puntos criticos.

para el estudio del comportamiento de la estabilidad de los mismos.

6.2. Meétodo de investigacion

Partiendo de la informacion y de la bibliografia que se tiene sobre el
tema seleccionado se profundizara y analizara sobre sus propiedades
y aplicaciones que éste tiene en el area de las matematicas. La
metodologia a utilizarse consiste en la revision y andlisis del material
relacionado con el tema, entre los cuales se considera los siguientes
libros, Perko L. Differencial equations and dinamical systems,

L.Elsgoltz-Ecuaciones diferenciales y céalculo variacional.

13



6.3. Marco teorico

6.3.1. Sistema dinamico

Un sistema dinamico sobre F es una aplicacion

o RXE—FE

donde E es un subconjunto abierto de € R" y si py(x) = ¢(t, x)

entonces @, satisface :

a) po(zr) =x para todo x € F

b) () o ps(x) = pris(x) para todo s,t e Ry x € E.

6.3.2. Punto de equilibrio

Un punto xy € R" es llamado un punto de equilibrio o punto critico

de (1) si

f(Xo):O.

6.3.3. Punto de equilibrio hiperbdlico

Un punto xy € R" es llamado un punto de equilibrio hiperbolico de
(1) si ninguno de los valores propios de la matriz Df (xg) tiene parte

real cero.

Donde Df (xg) es la derivada de f en xq .

14



6.3.4. Punto de silla

Un punto de equilibrio xg € R" de (1) es llamado un punto de silla,
si este es un punto de equilibrio hiperbdlico y Df (x( ) tiene al menos

un valor propio con parte real positiva y uno con parte real negativa.

6.3.5. Caos

Comportamiento aperiddico para tiempos grandes en un sistema
determinista que presente dependencia muy sensible a las
condiciones iniciales; es decir las trayectorias no se estabilizan en los

puntos fijos ni orbitas periddicas.

6.3.6. Estabilidad

Un punto de equilibrio xg de (1) es estable (segun Lyapunov ) si
para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que si ||z — x¢|| < J entonces
|t — xo|| < € para todo t > 0.

Si ademds se cumple que existe un dp > 0 tal que si ||z — zo|| < do

entonces

lim (x) = xg

t— oo

diremos que x( es asintoticamente estable.

El punto de equilibrio se dice inestable si no es estable.

15



6.3.7. Atractor

Un atractor es un conjunto; por ejemplo, puntos fijos estables y
ciclos limite estables al que convergen todas las trayectorias que se
encuentran muy proximas entre si, o0 mas precisamente. Un atractor
es un conjunto cerrado A:

e Invariente: Toda trayectoria x (t) que parte de A permanece en A

para todo t.

e que atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales: Esto quiere
decir que A atrae a todas las trayectorias que empiezan

suficientemente proximas a el.

e Minimo: No hay un subconjunto propio de A que satisfaga las

anteriores condiciones.

6.3.8. Atractor extrano

Es el que muestra dependencia muy sensible a las condiciones
iniciales; es decir, trayectorias que parte de condiciones iniciales muy
proximas, se separan de forma exponencial después de transcurrir

cierto tiempo.

6.3.9. Sistema lineal

Dado el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias:
v = Ax
donde x € R", A es una matriz n x n 'y

16



dx
dt

dx )
dt

d:ch

= =

dz,

L dt
la estabilidad de los diferentes puntos fijos del sistema lineal, esté
determinado por el signo de la parte real de los valores propios de la

matriz A.

6.3.10. Linearizacion

Dado el sistema lineal de ecuaciones diferenciales:

r = f(x)

el comportamiento local de x* = Ax en cualquier punto critico x
esta cualitativamente determinado por el comportamiento del
sistema lineal :

xr = Ax

con la matriz A = Df (zg) .

El sistema lineal con A = Df (xy) es llamado la linearizacion en .

17



6.3.11. Diferencia de potencial (V)

La diferencia de potencial o tensién V' entre dos puntos de un campo
eléctrico es, por definicién el trabajo necesario para desplazar la
unidad de carga eléctrica positiva de un punto al otro en contra o a
favor de las fuerzas del campo, la unidad de diferencia de potencial

es el voltio (V).

6.3.12. Corriente eléctrica (i)

Todo cuerpo con electrones libres capaces de moverse entre los
atomos, se llama inductor. Una de las causas que originan este
movimiento es la aplicacion al conductor de una diferencia de
potencial.

Cuando de un punto a otro de un conductor se desplaza una o mas

cargas eléctricas diremos que circula por una corriente eléctrica.

6.3.13. Resistencia (R)

La diferencia de potencial V' (¢) en bornes o terminales de un
elemento resistivo, es directamente proporcional a la intensidad de
corriente i(t) que circula por el.La constante de proporcionalidad R
se llama resistencia eléctrica del elemento. Matematicamente se

expresa en la forma:

V(t) = Ri(t)

18



o bien

40

W=

6.3.14. Autoinduccién - Inductor-Bobina (L)

Al variar con respecto al tiempo la corriente que circula por un
circuito, el flujo magnético que lo atraviesa experimenta los mismos
cambios. Ahora bien toda variaciéon de flujo magnético origina una
fuerza electromotriz que se opone a dicha variacion. En estas
condiciones, si por una bobina circula una corriente de intensidad
variable. Se origina en ella un (V') que es directamente proporcional,
siempre que la permeabilidad magnética sea constante, a la
variaciéon con respecto al tiempo de dicha intensidad.
Matematicamente se expresa en la forma:

di

Vi) =L

o bien

El coeficiente de proporcionalidad L se llama coficiente de

autoinduccién o simplemente autoinduccién de la bobina.

6.3.15. Capacidad-Capacitador-Condensador (C)

La diferencia de potencial de un condensador es proporcional a la

carga ¢ en el almacenada. La constante de proporcionalidad C' se

19



llama capacidad del condensador. Matematicamente se expresa de la
forma:
_ dq av

ot =CV(n), i= =% vir) = éfz‘d(t)

6.3.16. Leyes de Kirchhoff

1) La suma de las intensidades de corriente que llegan a un nudo es
igual a la suma de las intensidades que salen de él. Si se consideran
positivas las corrientes que llegan y negativas las que salen, esta ley
establece que la suma algebraica de las intensidades de todas las

corrientes que concurren en un nudo es cero.

p=1

2) En un circuito o malla, la suma algebraica de las fuerzas

electromotrices aplicadas, o subidas de tensién, es igual a la suma

algebraica de las caidas de tension en todos los elementos pasivos. En

otras palabras, la suma algebraica de las diferencias de potencial en todo

circuito cerrado es nula.

Vi+Voa+Vs+Vi+..+V,=0

20



7. Marco metodolégico

7.0.1. Linea y tipo de investigacion

El tipo de investigacién que se desarrollara en la presente tesis, es la
experimental ya que describe el tema de la estabilidad de los sistemas
dinamicos, se abordara comprendiendo la teoria existente sobre esta area.
Este proceso se realizara en tres etapas. La primera consiste en el estudio
de las propiedades fundamentales y en qué consisten dichos sistemas. La
segunda consiste, en la aplicacion de las leyes de Kirchhoff para el estudio
de la intensidad de todas las corrientes y las diferencias de potencial en
todo el circuito y asi llegar a las ecuaciones diferenciales del circuito para
realizar el cambio de variables y llegar al sistema de ecuaciones no lineal.
Y por ultimo el analisis del atractor doublé scroll que se desencadena del
circuito de Chua, hallando sus puntos criticos mediante la linealizacién,

los valores y vectores propios y su representacion grafica.

7.0.2. Poblacién y muestra

Teniendo en cuenta, la definicién de poblacién “un conjunto finito o
infinito de elementos que se sometan a estudio; pertenecen a la
investigacion y son la base fundamental para obtener la informacion”

(Pérez. Ob.cit.) del cual deducimos que nuestro objeto de estudio es el
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circuito electronico que nos lleva al sistema de ecuaciones del doublé

scroll.

22



7.0.3. Técnicas de recoleccién de informacion

Para llegar a las ecuaciones y lograr tener un analisis de las mismas se
necesité mucha informacion, textos, revistas cientificas, otras tesis
relacionadas con el tema de circuitos eléctricos, sistemas dindmicos, el
caos, las leyes de Kirchhoff, doublé scroll, entre otros; se logré una
recoleccién exhaustiva de definiciones, teoremas y demas para la

comprensiéon de este sistema doublé scroll y asi llegar al objetivo trazado.

8. Analisis de resultados

8.0.1. Circuito de chua

El circuito de Chua esta formado por dos capacitores, un inductor, un
resistor que por una parte conforma lo que es un oscilador amortiguado y

por el otro lado consta de un dispositivo no lineal.

Dicdc
(o L o e e Chaaa

Figura 1: Circuito de Chua /tomado del libro Sistemas cadticos aplicados en telecomuni-
caciones
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para realizar el andlisis de este circuito se orientan las corrientes de la

siguientes manera

iR
i > Vi
R
)
| : < —
Gg__ L A J L C1 __
'lGE — ‘IG

Figura 2: Orientacién de corrientes en el circuito de chua /tomado del libro Sistemas
caodticos aplicados en telecomunicaciones

posteriormente se aplican las leyes de Kirchhoff para obtener el siguiente

sistema de ecuaciones:

—iL — i, +iR=0

—iR +i,, +iNR=0

—iL 4 e, +ic, +iNR =0
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ahora reemplazamos la corriente eléctrica, en el inductor y en el

capacitador en la ecuacién (1) y obtenemos:

1 do(t) .
—Z/v(t)-dtJng iR =0

. .V
como tR =V despejando tenemos que ¢ = —, luego obtenemos que

R
1 dv(t) V
—E/v(t)-dt—i—Cg 7 +E_0
Vo — Vi
analizando los voltajes de cada capacitador obtenemos que ¢ = %

reemplazamos y obtenemos

1 dv(t) Vo—V1i
—Z/(v(t)-dt+02 .

1
—=G1
pero R uego

—% /(v(t) - dt + Ozdilgf) +G(Va—V1) =0

despejando el capacitador se obtiene

do(t)

C
2t

— G(Va— Vi) +iL

(4)

Ahora realizando el analisis de la ecuacion (2)
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—iR+1iCy +iINR =0

dv(t
—G(Vi = Vo) +Cy Zi)JriNR:O

despejandoel inductor C

du(t)

i dt

= G(Vi = V3) —iNR =0

relizando el analisis de la ecuacion (3)

—iL +1Cy +iCy +iNR =0

dv)t) do(t .

(5) sustituimos de ecuacion (4) y ecuacion (2) a la ecuacion (5)

obtenemos

iL+G(Voa—Vi)+iL+GVi— Vo) —iNR+iINR=0
z’L+G(V2—V1)+/(v(t))-dt+G(V1—V2)—iNR+z’NR=O
z'L+G(V2—V1)+/(v(t))-dt+G(V1—V2):0
iLt / (0(t)) - dt = —G(Vs — Vi) — G(Vi — V3)
z‘L+/(v(t))-dt—GV2+GV1—GV1+GV2:

z’L+/(v(t))-dt:O
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finalmente se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

a0 G, v 4L
dt
W — v i)~ ing
di(t) Vv

8.0.2. Circuito equivalente al diodo de chua

A continuacién podemos encontrar el circuito equivalente al diodo de

chua NR
R3
O AYATAY
Ve

t Veo o \Vee

< M o [~

{|. - — 1 ,f"'-}—
F R2 = R2 = & -Vee

‘_'__‘} ‘_',‘:n =k
|::| l -l ﬂ‘"."“"".\_."l\"." ""l.__.'r"- ‘_l.'n'\_.
R4

Figura 3: Circuito equivalente al Diodo de Chua /tomado del libro Sistemas cadticos

aplicados en telecomunicaciones

analizando el diodo anterior nos podemos dar cuenta que modela el

siguiente comportamiento:

obtenemos la funcién que representa este diodo la cual es:
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ABE e ™

L J

- Ve Wi Vo

ST G2

Figura 4: Curva del Diodo de Chua /tomado del libro Sistemas caéticos aplicados en
telecomunicaciones

1
INR = g(VC) = GVO + 5 (G = Go) [[VCL + P = [VC = P]

y realizando los siguientes cambios de valores en sus resistencias

obtenemos las siguientes pendientes del diodo:

multiplicando en ambos lados por (-1) obtenemos

Gl =—
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Ry + Ry
G, — 27"
2T RyRy

Hasta ahora se han presentado las ecuaciones del circuito de chua en
términos de 6 parametros L, Cs, C1, G, G1, Go. Se puede reducir el nimero
de parametros normalizando la resistencia no lineal, de tal manera que
sus puntos de quiebre se encuentren en £1 por lo tanto p = £1

Un analisis de las ecuaciones muestra que el sistema tiene tres puntos
fijos que definen tres regiones en el espacio que permite clasificar las
soluciones de la dindamica del circuito. En las simulaciones numéricas se
procedera a trabajar con la forma adimensional del sistema de
ecuaciones, por lo tanto se puede escribir las ecuaciones del circuito

haciendo el siguiente cambio de variables:

. VvV,
P
V(G
VTP
1L
2= =
PG
y
moy = RGl
mi = RGQ
es igual a
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dx

— =aly —x— h(x))
%:aj—y+z
dz
%——ﬁy

con

() = moa -+ 5(mq — mi) [+1] = 1]

(6) (&)
tomando oo = — = —
C1 Y 5 LG2

8.0.3. Atractor del double scroll

El atractor de double scroll es un extrano atractor observado desde un
circuito electréonico cadtico fisico, con una unica resistencia no lineal. El
sistema de double scroll a menudo se describe mediante un sistema de
tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales y una ecuacion lineal

por segmentos de 3 segmentos.

!

r =y —h(x))

y =z —y+z

donde
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h(x):mlir%(mo—ml)H:chH—\33—1\]

8.0.4. Puntos criticos

Para empezar a analizar el sistema double scroll empezaremos por

encontrar sus puntos criticos, para ello igualamos el sistema a cero.

d
= = aly—h(@))
d
d_?z{ =r—Yy+z
dz
a —By
con
1
h(x) = myx + §(mo —my) [|lz+ 1| — |z — 1]
de
dz
a —By
obtenemos que:
—Py =0
y — 9
)
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y=0

sustituyendo este resultado en la ecuacion x — y 4+ z tenemos que:

r—0+2=0
r+2=0
rT=—z

Ahora si sustituimos esto en a(y — g(x)) tenemos que:
a(y — h(z)
(y = h(z))

(y — h(x)) = 0 reemplazando y = 0 obtenemos que:

=0

~—r

0
«

=(0—h(-2))=0

por lo tato los puntos criticos del sistemas los podemos hallar teniendo

en cuenta que

(,0,—x)

8.0.5. Estabilidad en los puntos criticos de las ecuaciones del double scroll

Para realizar el estudio de los puntos criticos del sistema de Double
scroll, lo primero que se realizara sera linealizar el sistema alrededor de
cada uno de los puntos de equilibrio, posteriormente se realizara el
analisis del sistema, teniendo en cuenta sus valores propios de la matriz

asociada al sistema lineal y sus vectores propios.
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8.0.6. Linealizacion

Asignando valores a x y teniendo en cuenta los valores de y y z respecto

a r tenemos que:
si x = 0 entonces:
(z,y,2z)= (x,0,—x)) por lo tanto

(xayaz>: (07070)

Realizando la linealizacion del sistema

d
— = aly— h(x))
d
d—‘z =T —Yy+z
dz
a —By
e} cu_al lo _podemos reescribil_" como:
T ~ah(z) ay 0
y | = x -y z
z 0 -By 0
1
con h(z) :m1x+§(m0—m1)[\ r+1]—]z—1]]
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teniendo en cuenta que

(
2, six > 1,
|x+1‘_‘$_1|:<2x, si—1l<x<l1
-2, six < —1.
\

8.0.7. Calculo de valores y vectores propios

evaluando en el punto (0,0,0) tenemos que la derivada de la matriz

anterior es:

x -amg o 0
Y = 1 -1 1
z 0O -6 0

tomando los siguientes valores correspondientes para o, my, 3

112
(oz, mo, 8 ) = < ) al reemplazar estos valores en la matriz

223
obtenemos que:
S - 1 i
X - Z 5 0
y | =1 —-11
2
Z 0 - g 0

de este sistema podemos-obtener el polinomio caracteristico, es decir
haciendo det (A — A )= 0 donde A es la matriz de constantes e I es la
matriz idéntica.

por lo tanto:
!

1
e
4 2
det 1 “1-a 1
2
0 Rp—Y
L 3 J
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calculando el determinante de la matriz anterior obtenemos el siguiente

polinomio caracteristico:
502 5A 1

donde sus raices de este polinomio caracteristico o valores propios de

matriz son:
A =—1
1 .
Ay = 2—14 (—3 +iv/87)
A3 = 21 (—3 — i/87)
reemplazando A\; = —1 en la matriz obtenemos
-1 1 i,
-—— (-1 — 0
4 (=1) 2
1 -1-(-1) 1
2
0 -3 (1)
al resolver la matriz anterior obtenemos que los vectores propios
correspondientes al valor propio \; = —1
—1z
3
V=1 —2
2
z
posteriormente tenemos que el vector asociado es
—1
3
7| =
2
1

Analizando el primer valor propio, podemos decir que este valor propio es
negativo por lo tanto el espacio propio por ser valor propio negativo es

un atractor sobre el espacio dado por A\; = —1
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1
realizando el mismo procedimiento para Ay = 21 (—3 +1/87) tenemos

1

4

0

reemplazando se obtiene

(—3 +iVBT))

-1-A
2

1

(51

1

0

1

-A

1
" 0
(—3+i\/ﬁ)) 1
§ —(2—14<—3+i 87))

al resolver la matriz anterior obtenemos

1
correspondientes al valor propio Ay = —

(

1
16

z

_( 6i4(—39 — 3iV87)) z
(3 —iV87) )z

24

que los vectores propios

(—3 + z\/ﬁ) son:

posteriormente tenemos que el vector asociado es

(—39 — 3iV/87)

64

16

1

1(3—2\/@

1
el segundo valor propio Ay = 21 (—3 + 1v/87) tiene parte real y parte

compleja, luego quiere decir que son expirales y van hacia adentro porque

la parte real del valor propio es negativa.

y por ultimo con A3 =

36
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ﬂ(—?) — i4/87) tenemos que




1 1
S
4 2 0
1 1A 1
2
0 "3 -A
reemplazando ;
ENEE N5 ! 0
T 12 ' .
1 1o (=3 - iV/87))) 1
2 1 .
0 "3 -( ﬂ(—?’ - Z\/g)) |

al resolver la matriz anterior obtenemos que los vectores propios

1
correspondientes al valor propio A3 = —(—3 — i4/87) son:

24
S ]
x (-39 + 3iV/87) z
1
v=ly | = 1—6(3+z’\/87) z
Z Z

posteriormente tenemos que el vector asociado es

1
—(-39+ 3i/87)

1
z E(:’ﬁwﬁ)

1

1
el tercer valor propio A3 = 21 (—3 — 11/ 87 tiene parte real y parte
compleja, luego quiere decir que son expirales y van hacia adentro porque

la parte real del valor propio es negativa.
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¢2_,-\_--..\_\_ s p 0z

0.2 . . . . . .

0171

017

03r

-0.3 .2 .1 0 0.1 02 0.3 0.4
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0.4

0.3

0.2r1

011

01

02T

0.3

08

0.6

0.4

02

0.2

ahora nos podemos dar cuenta como el comportamiento en el circuito es

similar al del sistema del doble scroll

Ahora asignando valores a x = 1 obtenemos el siguiente punto critico

(x,y,2) = (x,0,—x) por lo tanto

(x7 Y, Z) — (17 0, _1)

tomando nuevamente como referencia la matriz
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_SU — _—ozh(a;) ay 0 _

Y - ¥y -y =z

N -By 0O .
Conh(as):m1x+%(m0—m1)[\x+1|—\:13—1|]

teniendo en cuenta que

al evaluar

derivadas _

X

y =

z

2, six > 1,
lz+1]—]z—-1[=q922, si-1l<z<l1
-2, sizx < —1.

el punto en la funcién obtenemos la siguiente matriz de

-am; -a 0
1 -1 1

0 -8 0

tomando los siguientes valores correspondientes para o, mq, 3

12
(oz, mq, 3 ) = (2, < 1) al reemplazar estos valores en la matriz

obtenemos que:

- 12
9( =
(8

= 1

0

) 2 0
-1 1
-1 0
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0 -1 0
de este sistema podemos obtener el polinomio caracteristico, es decir

haciendo det (A — Al )= 0 donde A es la matriz de constantes e I es la

matriz idéntica.

-3- A 2 0
1 -1-2 1
0 -1 -A

calculando la el determinante de la matriz anterior obtenemos el
siguiente polinomio caracteristico

—A —4X2—-2) -3

donde las raices de este polinomio caracteristico o valores propios de la
matriz son:

A1 = —3,67799

A2 = —0,161003 + 0,8886731

A3 = —0,161003 — 0,888673i

r_eemplazando A= —3,67799 en la matriz
-3-A 2 0
1 -1-2 1
0 -1 -A
t:enemos i _
-3 - (-3.67799) 2 0
1 -1-(-3.67799) 1
0 -1 -(-3.67799)
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al resolver la matriz anterior obtenemos que los vectores propios

corr_esp(_)ndierltes al Valor_propio A = —3,67799 son:
x -10.84962
V=ly = 13.67799z
|7 |~ i
Posteriome_nte tenemos que el vector asociado es:
-10.8496
3.67799
a 1 i
el valor propio \; = —3,67799 es negativo, por lo tanto el espacio propio

por ser valor propio negativo es un atractor.

a_hora reemplazando )\2_ = —0,161003 + 0,8886737 en la matriz

3-A 2 0
1 -1-A4 1

0 -1 -A
al resolver esta matriz obtenemos que los vectores propios asociados al

valor propio Ay = —0,161003 + 0,8886737 son

x (-0,0751787-0.602515 1)z
v=1ly | = |(0.161003 - 0.888673 i)z
Z Z

posteriormente tenemos que el vector asociado es

-0,0751787-0.602515 12
z10.161003 - 0.888673 iz

1
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para Ao = —0,161003 + 0, 888673 tiene parte real y parte compleja, por

lo tanto son expirales que en este caso van hacia adentro ya que la parte

real del valor propio es negativa.

reemplazando A3 = —0,161003 — 0,8886737 en la matriz

3- A 2 0

1 1-0 1

0 -1 Y
obtenemos

-3 - (-0.161003-0.888673 1)

1

0

-1 - (-0.161003-0.888673 1)

2

-1

0
1

-(-0.161003-0.888673 i)

al resolver la matriz anterior obtenemos los vectores propios asociados al

Valoz“ pr_opio )_\3 = —0,161003 — 0,8886732'_
(-0.0751787+0.602515 i)z

X

V:y

zZ

= | (0.0161003+0.888673 i)z

z

por tanto el vector asociado a este valor es

-0.0751787+40.602515 1

0.0161003+-0.888673 1

1

para A3 = —0,161003 — 0, 888673 tiene parte real y parte compleja, por

lo tanto son expirales que en este caso van hacia adentro ya que la parte

real del valor propio es negativa.
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1.5 4

0.5 -

si aproximamos el punto (1,0,—1) = (1,001, —1) obtenemos

2.5 T T T T T T T T T

2 -

1.5

0.5

-2.5 - -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2 25
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ahora nos podemos dar cuenta como el comportamiento en el circuito es

similar al del sistema del doble scroll

RN I

Nuevamente asignando valores a x = —1 obtenemos el siguiente punto

critico

(x,0,—x) =

(z,y,2)

(—1,0,1)

(':U7 y? <

nuevamente tamando como referencia la matriz
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Y - L -y =z
z 0 By 0

1
conh(x):m1x+§(mo—m1)[\x+1|—\:c—1|]

teniendo en cuenta que

2, six > 1,
lz+1]—]z—-1[=q22, si-l<z<l1

six < —1.

al evaluar el punto en la funcién h(x) obtenemos la siguiente matriz de

derivadas )
x -am; -a 0
y | = 1 -1 1
z 0O -8 0

tomando los valores correspondientes para o, my, 8

(Oé,ml,ﬁ): (3727 2/6)

al reemplazar estos valores en la matriz obtenemos

-(3)2) -3 0
= 1 -1 1
0 2/6 0
6 3 0 |
=1 -1 1

0 -2/6 0

posteriormente vamos a obtener el polinomio caracteristico, es decir
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haciendo det (A — IX\)= 0 donde A es la matriz de constantes e I es la

matriz idéntica.

-6 - A

1

0

-3
1
2/6

0
1

-A

calculando el determinante de la matriz anterior obtenemos el siguiente
polinomio caracteristico

10\
A =T 2

3

donde las raices de este polinomio caracteristico o valores propios de la
matriz son:
A1 = —6,53688
A2 = —0,231561 + 0,50233¢

A3 = —0,231561 — 0,50233¢

rf)emplazando A= —6,53688 en la matriz
-6 -\ -3 0
1 -1-X 1
0 2/6 -\
tgenemos i _
-6 - (-6.53688) -3 0
1 -1 - (-6.53688) 1
0 -2/6 -(-6.53688)

al resolver esta matriz obtenemos que los vectores correspondientes al

valor propio A\ = —6,53688 son
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_:c _ _—109.582,2 _
v=ly | = | 19.6106z
z z
por lo tanto tenemos que el vector asociado es
-109.582
19.6106
1
el primer valor propio Ay = —6,53688 es negativo por lo tanto, el espacio

propio por ser valor propio negativo es un atractor sobre el espacio.

a_hora reemplazando /\_2 = —0,231561 + 0,502337 en la matriz

6- A
1

0
tenemos

3
-2
2/6

1

0

0
1

-A

-6 - (-0.231561+40.50233 1)

-1 - (-0.231561+0.50233 i)

-3

2/6

0
1

-(-0.2315614-0.50233 i)

al resolver esta matriz obtenemos los vectores propios asociados a

Az =—0
i

V= Y
z

posteriormente tenemos que el vector asociado es

231561 + 0,50233

(0.29083-0.809069 i)z

= | (0.694684-1.50699 i)z

z
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0.29083-0.809069 1

0.694684-1.50699 i

1

el valor propio Ay = —0,231561 + 0,502337 tiene parte real y parte

compleja, por lo tanto son expirales que van hacia adentro ya que la

parte real del valor propio es negativo.

r?emplazando A3 = —0,231561 — 0,50233¢ en la matriz

-6 - A
1

0
tenemos

30
1-x 1
2/6 A |
-6 - (-0.231561- 0.50233 i) -3
1 -1 - (-0.231561- 0.50233 i)
0 -2/6

0
1

-(-0.231561- 0.50233 i)

al resolver la matriz anterior obtenemos los vectores propios

correspondientes al valor propio A3 = —0,231561 — 0,502332

X

V:y

Z

luego tenemos que el vector asociado es

(0.29083+-0.809069 1)

z | (0.694684+1.50699 1)

(0.29083+0.809069 i)z
(0.6946844-1.50699 i)z

Z

el valor propio A3 = —0,231561 — 0,50233¢ tiene parte real y parte
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compleja por lo tanto son expirales, en este caso van hacia adentro,

porque la parte real del valor propio es negativa.

1.5 4

0.5 -

si aproximamos el punto (—1,0,1)= (—1,0001, 1)
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2.5

1.5

0.5

ahora nos podemos dar cuenta como el comportamiento en el circuito es

similar al de su atractor double scroll

8.0.8. CONCLUSIONES

Hemos visto la respuesta de un oscilador sujeto a diferentes cambios
teniendo como base su procedencia que en este caso es de un circuito.
Analizando uno de los atractores de este circuito ”Double scroll
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"mediante su sistema dinamico, teniendo como base sus variables
podemos llegar a ver el comportamiento del circuito.

Nos pudimos dar cuenta la funcion que determina el sistema cadtico en
una elipse, la cual tiene orbitas periodicas que son atractoras, tomando
como referencia la matriz asociada al sistema y sus puntos criticos , para
asi mismo lograr obtener sus valores y vectores propios y por ultimo
realizar la grafica correspondiente con su simulaciéon en Matlab.

Entre las contribuciones de este trabajo no queremos dejar de lado la
importancia que tubo ilustrar y combinar el analisis teérico con las
simulaciones realizadas con la herramienta Multisim, ya que ayudo a
entender la dinamica no lineal y a encontrar los puntos estables del

sistema.

8.0.9. RECOMENDACIONES

Este trabajo puede servir de base para tesis futuras en la forma de

analisis de algin sistema dinamico

Se puede tener como referencia para trabajar con circuitos similares,

realizando su simulacién

Es preciso que para abordar esta tesis se tencan conocimientos en
ecuaciones diferenciales, metodo de eliminacion gaussina y el de Newton

Raphson, ademas de circuitos electricos.
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