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Prefacio

Este libro surge de la necesidad de tratar la teoria de Diferencias Finitas
desde un punto de vista mas aplicativo a distintos campos en ciencias
naturales e ingenieria. De alli que gran parte de su contenido esté enfocado
en abordar y mostrar cdmo es la aplicacion del método en diferentes topicos
como lo es la teoria de ondas, tanto electromagnéticas como mecanicas, con
un punto de vista hacia la fisica, las geociencias y las matematicas aplicadas.

Los autores
Agosto de 2018
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Capitulo 1

Introduccion a Diferencias Finitas

Alejandro Duitama Leal, José J. Fredy Gonzalez V. y Héctor Javier Hortia

Resumen. Se presenta una descripcion e introduccion al método de Diferencias
Finitas como alternativa de solucion numérica aproximada a sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales. Para ello, de manera formal se deducen las
ecuaciones en diferencias para distintas derivadas de 6rdenes superiores.

1.1. Series de Taylor

La serie de Taylor permite conocer los valores de la funcién f(x) en un punto
f(x + Ax) a partir de las derivadas de orden n evaluadas en x. Ver ecuacion 1.1.

faran=y SN (v

Donde Ax = xy — x y x; es el punto final con respecto al cual se calcula el valor
de x que seria el punto inicial. Se realizan expansiones progresivas y regresivas

J1d

UdId

sejrur, sel

O



en el punto x + Ax y x — Ax, respectivamente, obteniendo el siguiente par de
ecuaciones:

_ df(x) Ax?d?f(x) Ax3d3f(x) (1.2)
flx+Ax) = f(x) + Ax P +7 i TS
+

df(x) Ax?d?f(x) Ax3d3f(x) (1.3)
dx +T dx? 31 dx®

flx—Dx) = f(x) - Ax
+ ..

La ecuacion 1.2 permite aproximar la funcion f(x + Ax) a partir de las derivadas
de la funcion f en el punto x. La segunda ecuacion (ecuacion 1.3) permite
calcular la funcién f(x — Ax) a partir de los valores de la funcién f y sus
derivadas evaluadas en x. Se observa igualmente que en la ecuaciéon 1.3 los
términos n impares son negativos y se alternan en signo con los términos donde
n es par. Al sumar las ecuaciones 1.2 y 1.3 se cancelan los términos impares, por
lo tanto, se reduce a la siguiente expresion con Unicamente los términos pares.
Ecuacion 1.4.
f(x+Ax) + f(x — Ax) (1.4)

=2f(x) + Ax? dzc(f)

i

n=4 nl dxn
npar

Dividiendo por Ax? y despejando el término de la segunda derivada se obtiene
finalmente la ecuacion.

flx+Ax) = 2f(x) + f(x — Ax) 5 @ Ax™2dMf(x) (1.5)
Ax? B Znn=;r nl dx®
_ @
T odx?

Se puede realizar un truncamiento en el cual los términos de orden n > 4 se
desprecian. Esto implicaria que el orden para esta aproximacién es de O(Ax?).
Esto se puede asumir como valido para aquellos sistemas en los cuales el valor
de Ax — 0. De alli la importancia del valor en los parametros que se utilicen en
el modelamiento, ya que definir pasos Ax que se alejen de cero implicaria la
divergencia del método numérico y, por lo tanto, la solucion se aleja de la
solucion analitica del sistema.
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Al despreciar dichos términos y despejar oz se llega a la siguiente ecuacion 1.6.

fl+Ax) —2f () + f(x —Ax)  d*f(x) (1.6)
Ax? T dx?

Esta expresion representa en Diferencias Finitas una aproximacion del operador
segunda derivada de la funcion f(x). El orden del truncamiento es 4, ya que se
tuvieron que truncar todos los términos mayores e iguales an = 4.

Al realizar el mismo proceso, pero restando las ecuaciones 1.2 y 1.3, y dividiendo
por 2Ax se obtiene la siguiente expresion:

flx+ Ax) — f(x — Ax) 5 @ Ax" 7t d f(x)  df(x) (1.7)
2Ax B ni"r;;ar n! dxm ~ dx

Se hace un truncamiento de orden n > 3 para un error de orden 0(Ax?) y al
f ( x)

despejar ——= se obtiene la ecuacion 1.8.
flx+ Ax) — f(x — Ax) Ndf(x) (1.8)
2Ax T dx

Esta ecuacion representa el operador de la primera derivada de la funcion f (x)
en Diferencias Finitas. Es preciso mencionar que no es la inica forma en que se
establece la aproximacion en diferencias del operador primera derivada. Otra
forma de obtener dicho operador consiste en tomar la ecuacion 1.2, se realiza un

truncamiento para n = 2 con un error de O(Ax) y se despeja en término —— df (x)

para llegar a la siguiente ecuacion en diferencias:

fO+00) - f@) _df(x) (1.9
Ax T dx

La diferencia entre las ecuaciones 1.9 y 1.8 radica en que la primera esta centrada,
mientras que la segunda no, es decir, para conocer el valor de la derivada de la
funcion f(x) se necesita conocer sus vecinos por delante f(x + Ax) y por detras
f (x — Ax), en tanto que en la ecuacion 1.9 para saber la derivada de la funcién
f (x) se necesita conocer el valor de la funcion f (x + Ax) y f(x).

Hasta ahora se han determinado las ecuaciones en Diferencias Finitas para la
primera y segunda derivada con un error de orden 0(Ax?). A continuacién, se



presenta una forma general de obtener las ecuaciones en Diferencias Finitas para
cualquier derivada de orden superior.
1.2. Diferencias Finitas de orden superior

Para deducir las ecuaciones en Diferencias Finitas de orden superior, se reescribe
la ecuaciodn de la Serie de Taylor, expresandola de la siguiente forma:

Fx + kAx) = Z; kn:!xn dr;i(nx) (10

en la cual se cambi6 Ax por kAx, y k € Z con k # 0. Para comprender un poco
mejor esta expresion, el valor de k define la cantidad de veces que hay entre x y
X , es decir que modifica directamente el valor Ax. Esto es util para calcular las
diferencias de orden mayor, debido a que mientras mayor sea el orden de la
derivada, se hace necesario incorporar una mayor cantidad de términos “vecinos”
para poder calcular una buena aproximacion del valor de f(x). Para establecer
un numero de ecuaciones igual al numero de incdgnitas “derivadas” que
deseamos hallar y que tenga uUnica solucion, se establece que k =
{£1,%2,43, 14, ...}, donde k es el nimero de ecuaciones en las cuales se hace
el truncamiento de orden m de la serie de Taylor dada en la ecuacion 1.10.

Por ejemplo, para el caso que se abordd anteriormente el truncamiento se hizo
hasta el término de la segunda derivada, es decir que m = 2, lo que implica que
k = {+1, —1}. Seglin lo anterior, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

df (x) = Ax*d*f(x)
dx +T dx?
df(x) Ax?d?f(x) (1.11)

flx—Ax) = f(x) — Ax P +7 I

flx+Ax) = f(x) + Ax

Este sistema se expresa de forma matricial y se obtiene la siguiente matriz
ampliada:

R WO

(f(x+Ax)—f(x)>= 1 2! dx

flx—Ax) — f(x) 11 szdzf(x)
1 2! dx?
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Simplificando un poco las expresiones,

1N/, df (x)
(f(x+Ax) —f(x)) 1 2) T
flx—Ax) — f(x) 11 ) d?f(x) (1.12)
12 Ax ax?

Al resolver este sistema de ecuaciones lineales mostrado en 1.12, y
simplificando se obtiene:

af(x)

Ax =2
G _%) (f(x +Ax) — f(x)) I T
_ _ = 2

P AICEY OB (VR W D {6)

dx?

flx + Ax) — f(x — Ax) Axdf(x)
dx

2 = 2
flx + Ax) = 2f () + f(x — Ax) Ax? ddf(zx) (1.13)
X

Lo cual corresponde a las ecuaciones discretizadas en Diferencias Finitas
trabajadas en las ecuaciones 1.6 y 1.8.

Para deducir las aproximaciones en Diferencias Finitas para la derivada de
orden m = 4,k toma los valores de k = {£1, £2}. Por lo tanto, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

Foct 200) = £ + 200 LD GOV LT

Ax)3d3f(x) (RAx)*d*f(x)
+ 3! dx3 + 4! dx*
d Ax)? d?
fx+Ax) = f(x) + Ax /;(x) + ( Zx!) dl;(zx)
(AP df(x)  (Ax)*d*f(x)
+ 31 dx3 + 41 dx*

ACON (Ax)* d?f (x) (1.14)

_ (AP d*f(x) + (Bx)*d*f(x)
31 dx3 41 dx*




- 2) = 1) — 202 L0 LET LT

2! dx?
QAP d*f(x)  (2Ax)*d*f(x)
TR T 4 dx*

El sistema se reescribe a partir de la matriz ampliada.

f(x + 20x) — f(x)

fx+Ax) = f(x)
flx =A%) = f(x)
fx—2Ax) — f(x)

Ax—d];(x)

2/1! 4/2! 8/3[ 16/4! dz;c(x)

1/1! 1/2! 1/3! 1/4! Ax? da?
Yo Ve Yar || s ©L®

3
21283 % et df;c(x)
X

dx*

af (x)
Ax “dr

fx +28x) — f(x) 2213 06\, ,d?f(x)
(f(x+Ax) f(x)> _ < 10503 0.25) ¥ T dxe (L15)

flx—Ax) — f(x) —10.5-0.30.25 L f(x)
F(x — 20%) — F(x) —22-13-06/ | A5
RIS
X
dx*

Se calcula la matriz inversa a la matriz de coeficientes y se obtiene:
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122373 Y12\ s+ 280 - F)
o Y Y=Yy |[ FO+ 80 - fG)
11y 1, ) || - a0 -1

2 ) e - f@ (1.16)
@

dx

L, A f (%)

dx?
d3f(x)

dx3
LA ()

dx*

Ax

x3

Ax

Donde se obtienen finalmente las derivadas de orden superior.

df(x) —f(x+2Ax) +8f(x + Ax) — 8f (x — Ax) + f(x — 2Ax) (1.17)

dx 12Ax
d2f(x) (1.18)
_dff(x + 2Ax) + 16f(x + Ax) — 30f (x) + 16f (x — Ax) — f(x — 2Ax)
a 12Ax2

d*f(x)  fQx+20x) —2f (x + Ax) + 2f (x — Ax) — f (x — 2Ax) (1.19)

dx? 2Ax3
d*f(x) (1.20)
_ fx(x + 2Ax) —4f (x + Ax) + 6f (x) — 4f (x — Ax) + f(x — 2Ax)
a Ax*

Estas derivadas incorporan mas términos en la discretizacion, lo que ayuda a
disminuir el error numérico en el truncamiento que se realiza a la serie de Taylor.
Mientras mas términos se incorporen, mejor es la aproximacion de la solucion
numérica.

1.3. Diferencias Finitas cruzadas



Para realizar una Diferencia Finita de orden superior cruzada, se hace necesario
partir de la serie de Taylor en dos variables:

fy) +

;'(Axdd + Ay — )f(x y)+

flx+Ax,y +Ay) = l( d_ oAy (121
+55 Axdx+Aydy fO,y) + )

1od d
3'("d * yd)f(x'YH"'

n
Donde (df . y)) %, por lo tanto se pueden realizar expansiones en series

de Taylor progresivas y regresivas en x y Y, segun la metodologia mostrada
anteriormente. Las expansiones son:

flx+ Ax,y + 2Ay)

feoy) +
JAxdf(oy) | 2Aydf(xy) (1.22)
= 1! dx 1! dy
Ax? d?f(x,y) 4AyAxd?f(x,y) 4Ay?d?f(x, y)
+7 dx 2! dxdy 2! dy
f(x + Ax,y — Ay)
fG,y)+
JAxdfGoy) _Bydf(ey) | (1.23)

= 1! dx 1 dy
+szdzf(x,y) 20yAx d*f(x,y)  Ay*d*f(x, y)

2! dx 2! dxdy tor 2! dy
f(x + 2Ax,y + Ay)
fGoy)+
20x df (x,y) LAy Ay df (x, y) (1.24)

= 11 dx 1 dy
+4Ax2 d* f(x,y)  4AyAxd?f(x,y)  Ay? d*f(x, n,
2! dx 2! dxdy 20 dy
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f(x —Ax,y + Ay)
floy)+

_Mxdf(ey)  bydf(ny) | (129)
= 1 dx 1 dy
Ax*d’f(x,y) 2MyAxd*f(x,y) @ Ay*d*f(x,y)
200 dx 2! dxdy 20 dy to

En las ecuaciones 1.22, 1.23, 1.24 y 1.25 se realiza un truncamiento de orden
0(Ax?) y O(Ay?) en"x"y"y", respectivamente. Planteamos el siguiente sistema
de ecuaciones lineales para encontrar la discretizacion de cada una de las
derivadas:

flx—Ax,y +Ay) — f(x,y)
flx+Ax,y —Ay) — f(x,y)
f(x+Ax,y +Ay) — f(x,y)
f(x+20x,y + Ay) — f(x, )

fGx+Ax,y +28y) — f(x,y)
N df((;;y) (1.26)
=Y Y Vo2 py )
Y =Y dzdy
= Y Y Vo ¥ sz%
2 Yy Moy ¥ Yo AyAxM
Y 2 Yo Yo M dZdXdy
Ayz—zglxz'y)

El sistema de ecuaciones 1.26 se resuelve hallando la inversa de la matriz de
coeficientes y al realizar el producto matricial en ambos lados de la igualdad.
Conforme a esto, se obtiene el siguiente resultado:



_1, 1 3/ -1/, -1
1/6 _{j 3;2 _43 _1;3 f—Bxy +4y) — f(x,9)
3 6 /2 3 /3| flx+Ax,y—Ay) —f(xy)
s % Yy %5 O /j((x++2AAx.y++ AAy))_ ;;(éc,y))
—1/ —1/ —1/ 1/ 1/ X X,y V) —J XY

3 3 1 /3 /3
f(x + Ax,y + 24y) — f(x,y)

0/1 1/3 _1/1 0/1 2/3

YY)

(1.27)

dx
df (x,y)
dy
,2f(xy)
dx?
d*f(x,y)
dxdy
L2 f(x,y)
dy?

Ay

=| Ax

AyAx

Ay
Por lo tanto, las discretizaciones de cada una de las derivadas son las siguientes:

af (x,y)
dx
—f(x—=Ax,y +Ay) + 2f(x + Ax,y — Ay) + Of (x + Ax, ¥y + Ay) +
+6f(x,y) —2f(x + 2Ax,y + Ay) — 2f (x + Ax, y + 2Ay)
6Ax

(1.28)

af(x,y)
T (1.29)
2f(x — Ax,y + Ay) — f(x + Ax,y — Ay) + 9f (x + Ax,y + Ay) +
—6f(x,y) —2f(x + 2Ax,y + Ay) — 2f (x + Ax, y + 2Ay)
6Ax

d*f (x,y)

I (1.30)
_2f(x—Ax,y + Ay) — 6f(x + Ax,y + Ay) + 4f (x + 2Ax,y + Ay)

6Ax?
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d*f(x,y)
dxdy
—flx—Ax,y+Ay) — f(x+Ax,y — Ay) — 3f(x + Ax,y + Ay) + (1.31)
+f(x + 20x,y + Ay) + 3f (x,¥) + f(x + Ax, y + 2Ay)

3AxAy
f(x+Ax,y — Ay) = 3f(x + Ax,y + Ay) +
d’f(x,y) +£(x,y) + f(x + Ax, y + 24Y)
dyr 3Ay? (1.32)

Estas Diferencias Finitas cruzadas también se pueden deducir de otra forma, el
problema radica en que el orden del error aumenta, lo que implica que podria
producir errores de convergencia considerables.
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Capitulo 2

Simulacion de los campos de onda
Py S acoplados

Alejandro Duitama Leal, Jos¢ J. Fredy Gonzalez V., Héctor Javier Horttia y Leonardo D. Donado E.

Resumen. Desde hace algunas décadas el estudio de la propagacion de ondas
acusticas en medios porosos ha tomado un papel importante, no solo desde lo
académico sino en especial desde la industria. Todo esto ocurre en un mundo que
constantemente se encuentra buscando y desarrollando nuevas tecnologias que
aprovechen las diversas formas de energia que provengan ya sea de elementos
fosiles, quimicos, eléctricos y mecanicos, entre otros. Por ello se realizd la
simulacion de los campos de onda P y S acoplados, por medio del método de
Diferencias Finitas, utilizando la Teoria de Biot para medios porosos saturados.

2.1. Ecuaciones de Biot

Para abordar los problemas de propagacion de ondas acusticas en medios porosos,
se hace necesario recurrir a la Teoria de Suspensiones Diluidas la cual permite
describir la propagacion de ondas actsticas en medios que poseen una porosidad
relativamente alta. Cuando esta porosidad es pequeiia la Teoria de Suspensiones
no describe correctamente la propagacion de las ondas acusticas, lo que obligaba
a utilizar lo que se conoce con el nombre de Teoria de S6lidos Porosos. Debido a
lo anterior, en 1955 surgi6 una teoria propuesta por Biot y se llamo la Teoria de
Consolidacion del Suelo, con la cual se puede trabajar este tipo de sistemas. Esta
fue modificada en 1955 para tener en cuenta los diferentes niveles de saturacion
de fluido en el medio poroso (Camarasa, 2020) y es a partir de alli que surge la



Teoria de Biot que actualmente es la base de investigaciones relacionadas con
esfuerzos y deformaciones en medios porosos saturados.

2.2. Esfuerzos

La Teoria de Biot se basa principalmente en las relaciones de tensién deformacion
(Biot, 1956a, 1956a), para un elemento del medio poroso. Figura 2.1.

Figura 2.1. Diagrama de esfuerzos tangenciales y normales que actian sobre el
elemento de medio poroso

El primer subindice de los esfuerzos o; ; corresponde a la cara sobre el elemento
poroso, y toma los valores de i = {x,y, z}. El segundo subindice corresponde a
la direccion sobre la cual actaa el esfuerzo, y toma los valores de j = {x,y, z}.

Segtn lo anterior, los esfuerzos que actian sobre cada una de las caras del
elemento poroso, vendrian dados por el siguiente tensor. Ecuacion 2.1.

Oxx Oxy Oxz
Oyx Oyy Oyz
Ozx Ozy Oz 2.1

Debido a que el medio poroso se encuentra saturado de fluidos, los esfuerzos que
actuan sobre cada uno de los fluidos se muestra a continuacion:
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Figura 2.3. Esfuerzos normales en el fluido 2

Como se observa en cada uno de los dos fluidos, inicamente se tienen en cuenta
los esfuerzos normales, es decir, aquellos que generan compresion en el fluido.
Esto debido a que los esfuerzos tangenciales no existen en los fluidos, ya sean en
estado liquido o gas.

El tensor de esfuerzo para el fluido 1 vendria dado por la siguiente ecuacion 2.2.

J1d

UdId

sejur,] ser

N
W



g1 0 0

0 g1 0 29

0 0 o @2
y para el fluido 2, el tensor de esfuerzos esta dado por la ecuacion 2.3.

(] 0 0

0 (] 0

0 0 o (2.3)

Los valores de g; y o, son proporcionales a la presion del fluido p. Segin lo
anterior, debido a que se estan considerando dos fluidos en el medio poroso, el
valor de los esfuerzos normales en cada fluido vendria dado por las ecuaciones
2.4y 2.5, que corresponden al fluido 1 y 2, respectivamente.

o, = —pSp, 2.4)

g, = —B(1—S)p. 25)

El valor de B corresponde a la porosidad total. El valor de S corresponde a la
saturacion de fluido 1 presente en los poros, y el valor de 1 — S corresponde a la
cantidad de saturacion del fluido 2 presente en los poros.

2.3. Deformaciones

Cuando una onda se propaga se produce una deformacion en cada uno de los
elementos que conforman el medio y seglin sea la direccion de esta deformacion
se pueden establecer dos tipos de ondas basicas: las compresionales y las
transversales. Las compresionales, también denominadas ondas primarias P, se
caracterizan por que la perturbacion del medio ocurre en la misma direccion de
su propagacion. A las ondas transversales se les denomina ondas secundarias S y
la direccion de perturbacion del medio ocurre de forma transversal a la direccion
de propagacion de la onda. Estas deformaciones suceden debido a que los
esfuerzos que actuan sobre un elemento de volumen que conforma el medio,
pueden actuar en direcciones normales o tangenciales a la superficie del
elemento. Cuando los esfuerzos son normales, se puede producir un cambio en el
volumen lo cual representaria la deformacion del medio cuando la onda se
propaga. Si el esfuerzo es tangencial se produce una deformacion del elemento
de volumen al analizar un elemento de volumen dV. Para analizar un poco mas
en detalle este fendmeno se toma un elemento del medio, el cual sufre una
deformacion en cualquier direccidn, tal como se ve en la figura 2.4.
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Figura 2.4. Deformacion de un elemento del medio

Al realizar una expansion en series de Taylor, se encuentra que el desplazamiento
y después de la deformacion en la direccion i-ésima con i= {x, y, z} de un punto
cualquiera que se encuentra en la posicion x antes de la deformacion es:

dui
w;(x + 6x) = u;(x) + a—xj5xj (2.6)

De la ecuacion 2.6 tomamos el término de la derivada parcial y se renombra como
duy, es decir:

5 aui
u. —_— —
i = 9%, @7
. . 10u; , 10y
ahora al reescribir este término como du; = 292 T35, sumamosy restamos la
] J
cantidad %Z—Zf para llegar finalmente a la siguiente ecuacion:
J
5 1 6ui+6uj +1 aui+6uj
U, =—|— —_— —_— — —_—
1 2 6x] axl— 2 0x] axi (28)
Esta ecuacion 2.8 se puede reescribir como:
6uj =€ + Wij, (29)

coni={x,v,z}yj={x7v, 2} donde:



_1/(0u; Oy
€j =7 a_x,+a_xi : (2.10)

ou; OJuy
Wiy = a_x, - a_xl (2.11)

En la ecuacion 2.10, el término e;; corresponde a la deformacion del medio
poroso, mientras que el término w;; de la ecuacion 2.11 hace referencia a la
rotacion del cuerpo rigido. La representacion matricial del término de rotacion de
cuerpo es:

0 l(@ux ou, ) 1(% B auz)
2\dy ox 2\0z 0x
1(_y_6ux) 0 1(0u au)
2\0x 0y 2\0z 0y
1 /0u, aux 1 6uz du,
2 ( ox 0z ) 2 ( ay oz ) 0
(2.12)
La representacion matricial del término de deformacion es:
ou, 1/0u, Ou)\ 1/0u, Odu,
0x E(ay 6x> E(az_ax)
1 /0u, au du, 1/0u, O0u,
2 ( ox 0y ) E 2 ( 0z ay)
1 sou, ou, 1/0u, Odu, du,
2 (ax B 62) E(ay 6z> 0z 2.13)

De la ecuacion 2.13, si tomamos la traza de la matriz de deformacion, esta
corresponde a la dilatacion del solido.

_Ou,  Ou, Ou, (2.14)
“Tox Tay "oz’
De esta forma ahora se definen las convenciones para diferenciar cada uno de los
fluidos. El vector u = u(r,t) = (ux,uy, uz) representa las componentes del
vector desplazamiento del medio poroso. El vector U = U (r,t) = (U, Uy, U,)
simboliza el vector desplazamiento del fluido 1, que en nuestro caso puede ser
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agua, y el vector V=V (r,t) = (V,V,,V,) representa el desplazamiento del
fluido 2, que puede ser gas.

Por lo tanto, para los fluidos las deformaciones estarian representadas por las
dilataciones. Ver ecuaciones 2.15y 2.16.

ou, dU, aU, (2.15)
a9 Yoy o
_ 0 0y, oV, (2.16)

2=t o

Para establecer las relaciones entre los esfuerzos y deformaciones, la estructura
es tratada como un sistema conservativo que esta en equilibrio, es decir, en un
punto de minima energia potencial y cualquier perturbacion sera tratada como
una alteracion a ese estado de equilibrio (Camarasa, 2002). Se tiene el siguiente
tensor de deformacion para el elemento de volumen.

_1(0u; Oy
€ij =5 a_xj+a_xi ) (2.17)

El subindice i = {x,y,z} y el subindice j = {x, y, z} representan cada una de las
componentes I, j del tensor de deformacion. Segin lo anterior, si se toma la traza
de este tensor se obtiene:

ou, 4 du,, + ou,
dx 9y 0z’ (2.18)

Que representa la dilatacion volumétrica del elemento dV cuando hay esfuerzos
normales aplicados al elemento de volumen. Si se realiza el mismo procedimiento
analizando los fluidos 1 y 2, se llega a las respectivas dilataciones de los fluidos.

_9u, U, aU,

a=%% Ty T 2.19)
v, oV, av,
2=5: "o o (2.20)

Los fluidos inmiscibles 1 y 2 (liquido y gas) que saturan el medio poroso no se
encuentran en estado solido en comparacion con la matriz de la roca, ademas de
que se van a considerar inmiscibles. Para establecer las relaciones entre los
esfuerzos y deformaciones, la estructura es tratada como un sistema conservativo



que esta en equilibrio, en otras palabras, en un punto de minima energia potencial
y cualquier perturbacion sera tratada como una alteracion a ese estado de
equilibrio (Camarasa, 2002).

Debido a que las tensiones producidas son relativamente pequefias, las
deformaciones que aparecen seran proporcionales seglin la Ley de Hooke. Por
ello se pueden escribir de forma lineal con las componentes de la deformacion.
Por lo tanto, la energia potencial por unidad de volumen E,,, (Biot, 1956a,
1956a) de la estructura viene dada por:

= (0xlrx + Oyyyy + 05585, + Oxyeyy + 0sy, + 00, + 016 + 0y8,).  (2.21)

yyeyy

Los primeros tres términos de la ecuacion 2.21 representan la energia que se
produce por la dilatacion en cada una de las tres direcciones producidas por los
esfuerzos normales a cada una de las superficies (o caras) del elemento de
volumen dV. Los siguientes tres corresponden a la energia que se produce cuando
el elemento de volumen se deforma debido a los esfuerzos tangenciales. Los
ultimos dos términos hacen referencia a la energia producida por las
compresiones que experimentan los fluidos que saturan el poro.

Las relaciones de esfuerzo deformacion pueden ser expresadas como:

OE. JE OE.
_ pot 0. = pot 0. = pot

Oey 2 dey, T Oey,’

xx

o ot 0B OEp
T Yoy, 7T ey, |7 ey,
o, = Opor  _ OEpor (2.22)

2 o, = 2%
dg;, 2T ey

Por lo tanto, se formaria un sistema matricial de orden 8x8 simétrico de 35
coeficientes constantes diferentes. Se puede simplificar asumiendo que el sistema
solido fluido es estadisticamente isotropico (Biot, 1956a, 1956a). En estas
condiciones, los esfuerzos y deformaciones principales coinciden y el sistema se
simplifica al siguiente conjunto de ecuaciones (Biot, 1956a, 1956a).

Oy = 2Ueyx, + e + Q18 + Qy¢,, (2.23)
0yy = 2Ue,, + Ae + Q18 + Q8 (2.24)
Ozz = 2p-ezz + e + ngl + QZEZ' (2~25)

Oxy = Héxy, (2.26)
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Oxz = Weyz (2.27)
Oyz = Heyy, (2.28)
0y = Q1 + R1&, (2.29)
0, = Qz + Ry5,. (2.30)

Las ecuaciones 2.23, 2.24 y 2.25 representan las relaciones entre los esfuerzos
normales con las dilataciones que sufre el volumen dV en cada una de las tres
direcciones. Los términos Q; y Q, son constantes fisicas de la estructura y estan
asociadas al nivel de acoplamiento entre el cambio de volumen en el sélido y cada
uno de los fluidos y A corresponden a los parametros elastomecanicos de Lamé.

Las ecuaciones 2.26, 2.27 y 2.28 hacen referencia a los esfuerzos tangenciales.
Sobre cada una de las tres caras del elemento dV. u es el Modulo de cizalla de 1a
estructura.

Las ecuaciones 2.29 y 2.30 relacionan los esfuerzos normales que comprimen el
fluido 1 y 2 dentro del poro, respectivamente. Los valores de R; y R, son dos
constantes fisicas de la estructura que representan la presion necesaria para que
penetre en el agregado cierta cantidad de fluido manteniendo el volumen
constante.

2.4. Relaciones dinamicas

Las ecuaciones de movimiento del medio poroso y de los fluidos se obtienen
construyendo un lagrangiano que tenga en cuenta la energia cinética del sistema
y la funcién de disipacion de Rayleigh —la cual no es un potencial— y que esta
asociado a la fuerza de rozamiento debido al movimiento relativo de los fluidos.
Ademas, hay que considerar las fuerzas que no se pueden expresar como un
potencial ordinario y por lo tanto hay que incluirlas en las ecuaciones de
Lagrange. A continuacion, se plantea la funcién energia cinética, la funcion de
disipacion y las ecuaciones de Lagrange para poder hallar las ecuaciones de
movimiento del sistema que basicamente corresponden a la segunda ley de
Newton de un elemento de volumen del sistema poroso saturado.

2.4.1. Energia cinética

Para construir la funcién energia cinética del sistema, independiente de si hay o
no friccion producida por el movimiento relativo del medio sélido y los fluidos,
se debe tener en cuenta el movimiento de los tres sistemas como si estuvieran
desacoplados (Biot, 1956a, 1956a), junto con la variacion de la energia cinética



de los sistemas acoplados, es decir, que la funcién energia cinética toma los
sistemas aislados y adiciona dos términos que son basicamente el acoplamiento
entre el solido-fluido 1 y solido-fluido 2. La funcién energia cinética esta
determinada por:

dun\?  (0w,\®  uy?

2= ou | (57) + (32) + (50)
+ <aux)2 +

P22 ot

+ <6V
P33 En

ou, dU, du,dU, oOu,0U,

* 2 ((W ot "ot a ot ot

ou, 9V, du, dV, 0du,dV,
”PB(¥E ot ot Tac o))

2.31)

®
~—
N
+
/
D
l‘h|‘<<
N~
[N}
+
QO
S"J|N< D
S
N~

P11, P22 Y P33 corresponden a las densidades del medio poroso del fluido 1 y del
fluido 2, respectivamente. p;,, p;3 son densidades aparentes, que representan el
acoplamiento entre el solido-fluido 1 y el solido-fluido 2. El primer término de la
ecuacion 2.31 corresponde a la energia cinética por unidad de volumen de la
estructura porosa. El segundo y tercer término corresponde a la energia cinética
por unidad de volumen de los fluidos 1 y 2, respectivamente. Los dos ultimos
términos hacen referencia a la energia cinética por unidad de volumen aparentes
que surgen del acople entre la estructura y cada uno de los dos fluidos.

2.4.2. Funcion de disipacion

Debido a que se tomara en cuenta la friccion que aparece debido al movimiento
relativo entre el s6lido y cada uno de los fluidos, se hace necesario establecer una
funcion llamada disipacion (Biot, 1956a, 1956a), que tenga en cuenta estos
efectos. Para ello desde la mecanica clasica se han trabajado con funciones de
rozamiento, las cuales dependen basicamente de la velocidad. Como cada uno de
los agregados a la estructura (solido, fluido 1 y fluido 2) se mueve, se puede
establecer que la velocidad relativa entre solido-fluido 1 esta dada por V,,; =
(u'L - Ul-) coni = {x,y,z}, y la velocidad relativa entre solido-fluido 2 es v,.,;, =

(u'l - Ul-) con i = {x,y,z}. Seglin lo anterior, la funcién de disipacion es:
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b . .
D=2 > (- 0)+ > (w-v)) (2.32)

i=x,y,z i=x,y,2

donde al resolver la sumatoria llegamos a:

b . b . b .
D =§(ux—Ux)2 +E(11y—Uy)2 + E(uz—UZ)2+

b, . b, . b, . 2.33
g (i =) 45 (i =) + 5 (1~ )" 239

El coeficiente b se conoce con el nombre de coeficiente de Darcy del fluido que
esta en el agregado. El coeficiente de Darcy representa la relacion entre la fuerza
total y la velocidad del fluido (Camarasa, 2002). Este coeficiente viene dado por
la ecuacion:

_E
—,

b

en la cual y representa la viscosidad dinamica del fluido, k la permeabilidad fisica
del medio poroso y 3 es la porosidad del medio.

Como el agregado esta compuesto por dos fluidos, se hace necesario establecer el
coeficiente de Darcy para todo el sistema. Para ello se plantea el coeficiente de
Darcy para el fluido 1 y el fluido 2.

b= y1(BS)?
i (2.35)
, _ (B -9)
= p : (2.36)

El subindice 1 hace referencia al fluido 1, y el 2 al fluido 2. Por lo tanto, el
comportamiento del rozamiento total de los dos fluidos se puede expresar como
una combinacion de la contribucién de ambos fluidos presentes:

Y1(BS)? , (B0 = $))?
” )

b=b, +b, = ” (2.37)



2.4.3. Ecuaciones de Lagrange

Para obtener las ecuaciones dinamicas del medio poroso saturado, se hace
necesario establecer inicialmente el lagrangiano del sistema. Para ello se debe
tener en cuenta que el lagrangiano esta dado por (Campos y Isaza, 2002):

L(r,7,t):=T@) =V (r,t), (2.38)

donde T (7) es la energia cinética del sistema y V (7, t) es la energia asociada a
fuerzas que se pueden escribir como un potencial ordinario.

El lagrangiano lleva toda la informacion del sistema, aunque cuando se tienen
fuerzas que no se pueden escribir como un potencial ordinario, se hace necesario
introducir estas fuerzas en las ecuaciones de Lagrange, ya que afectan
directamente el comportamiento del sistema. Para ello, se recurre a las ecuaciones
de Lagrange generalizadas, las cuales vienen dadas por la siguiente expresion:

d oL oL L 9B(a.q0
_ Qk_z;\,&zo
dt dgk 0dqk

T T 9g ’ (2.39)

Enlacual k = {x,y, 2}, y Bj (q, q,t) hace referencia a la fuerzas j — ésima con
j =12, ...,] que se pueden escribir como un potencial generalizado y no como
un potencial ordinario, es decir, que para nuestro caso es la funcion de disipacion,
que es conocida con el nombre de funcién de Rayleigh. Es valido aclarar que un
potencial ordinario es aquel que al calcular su gradiente se obtiene el campo
vectorial de la fuerza, mientras que en el potencial generalizado no se calcula el
gradiente, sino que hay que derivar con respecto a la velocidad para obtener el
campo vectorial de la fuerza. Es preciso mencionar que el potencial generalizado
no es un potencial ordinario, ya que son completamente diferentes. Los términos
q; y Q; hacen referencia a las fuerzas que no se pueden expresar como potenciales

ordinarios o potenciales generalizados (Campos y Isaza, 2002). Segun lo anterior
. aL _ ar . .

y teniendo en cuenta que T = E;,, y que %~ aq 5€ obtienen las ecuaciones de

Lagrange para cada una de las direcciones.

En x:

at

0 (aEcin) aD
ou,

a—u.x=q9a

(2.40)
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5} ((’)Ecin) aD
at\ au, aUx_Ql’"
0 (9w , 0D I
at\ ai, av T
Eny:
d (9E.,\ oD
o\ ow, ) " ou,
d (9E, aD
e .cm +— = Qlyv (241)
at\ au, ) " au,
d (9E.,\ D
—|==)+—==
6t<6Vy v, Czy
En Z:
d (6Ecm) oD
at\ o, ) ou, =
d (6Ecm) aD o
at\au,/) " au, = G (2.42)
0 (9 , 0D _o
at\ ai, av T

Al sustituir la funcion energia cinética (ecuacion 2.31) y la funcién de disipacion
de Rayleigh (ecuacion 2.33), en el sistema de las ecuaciones 2.40, 2.41 y 2.42 se
obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales.

En x:
2 0
qx = ﬁ(pllux +p1pUy + p13Vx) + ba(ux - x)
a
+ b 5 (ux - ‘/JC)l
o’ 9 (2.43)
Qix = F(PzzUx + P12ux) - ba(ux - Ux): ’
2
a
Q2x = ﬁ(P%V& + P13Uy) — ba (uy — Vo).



Eny:

9° P
Oy =5 Pty + pialy +p13y) + b (uy = Uy)
a
+ b — (uy — ),
Quy = tz (PzzU + plzuy) b (uy Uy,), (2.44)

9*
Q2y = Fyel (P33V +P13uy) b (uy )

En z:

2 d d
q; = ﬁz(Pnuz + p12U; + p13V;) + ba(uz -U,) + ba(uz =),
0 0
Q1z = E(PzzUz + p12uUs) — ba (u, —Uy),
2

d
Q27 = == (P33V; + pr3uy) — ba(uz = V).

ot
Debido a que el flujo en los poros no es uniforme, se tiene que trabajar con las
nueve ecuaciones. Las fuerzas por unidad de volumen definidas en el s6lido y en
los fluidos, por cada una de las direcciones x, Y, Z son: Gy, Gy, 4z, Q1x, @1y, Q12 ¥
Q2 Q2y» @22, que se pueden definir en funcion de las tensiones que aparecen en
el medio poroso.

Enx:
0 = 00,, 00y, + OO'XZ’
0, 9, a,
doy
le = ’
0, (2.46)
O = do,
2x — ax .
Eny:
0oy, 00y, 0J0y,
=%, ", T,
doy
Qly =7

9y (2.47)
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0 do,
2y — 5 ¢
ay
En z:
_ 00, 0oy, 0oy,
== 9, a,’
doy
Qiz =75
P (2.48)
do,
2z = a_

Al reemplazar este conjunto de ecuaciones 2.46, 2.47 y 2.48 en el sistema de
ecuaciones 2.43, 2.44 y 2.45, respectivamente, se obtiene lo siguiente:

En x:
do,, 0o, Odo, 0
6—” a—xy a—x = F(Pnux +p12Uy + p13Vy) +
x y z
0 0
b (= Uy) + b (= ), (2.49)
do,  9* d
3 = ﬁ (pZZUx + plzux) - ba (ux - Ux)J (250)
X
do, 8 a
ER =3z (P33Vi + Pr3tte) — b& (w, = V,), (2.51)
Eny:
do,, Odo do,, 0°
a—y a—yy a—y = E(Pnuy +p12U, + Pl3Vy) +
x y z
d a
+b—(uy -U,)+ bor (u, = 13), (2.52)
doy
5= 6t2 (pzzU +p12uy) — b (u uy), (2.53)
y
do, 6
Fi @(P%Vy + p13uy) — b= (v -7,). (254)



En z:

d0,, 080, d0, 0

(p11u, + p12U, + p13V,) +

o, o9, 8, o
d d (2.55)
+ba(uz—Uz)+b§(uz_Vz)l ’
do, 8 d
— =33 (ppaU, + p12u,) — ba (u,—U,), (2.56)
do, 0° d
o a2 (p33V, + p13u,) — ba (w, = V), (2.57)

Para resolver este sistema, se utilizan las ecuaciones 2.23 a 2.30.

Se toman las ecuaciones 2.23, 2.26, 2.27 y se reemplazan en la ecuacion 2.49,
teniendo en cuenta que el valor de e,, se obtiene a partir de la ecuacion 2.10,
cuyos valores estan representados en la matriz de la ecuacion 2.13. El valor de e
esta dado en la ecuacion 2.14.

5 6(6ux)+/16 Gux+6uy+0uz +
”ax 0x dx\dx dy 0z
@ (oU, aU, aU,
@ a(a*w* 9z
a (3V, 9V, oV, (2.58)
2&(5*@*5 *

0 (Ou, Ou,
" 5<ay +a>+
d (O0u, Ou,

] 45 (5 5

0
W(pnux +pUx +053V) +

d 0 '
bm(ux_ux)'i'bm(ux_vx)

Se realiza el mismo proceso, reemplazando la ecuacion 2.29 en la ecuacion 2.50,
considerando que €, esta dado por la ecuacion 2.15.
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0 (Ouy, 4 du, 4 ou, +
& ox\ d0x dy 0z (2.59)
a (oU, dU, OU
L =— . A A
dx\ dx dy 0z

02 d
572 ((PypUx + py) — bz (uy = U))

Para finalizar con las ecuaciones en la direccion x, se reemplaza la ecuacion 2.30
en la ecuacion 2.51, considerando que €, esta dado por la ecuacion 2.16. Con lo
cual se obtiene:

0 (0u, OJu, OJu,
Qza(a,ﬁﬁ*az *
a (3v, oV, av,
Rza(a*a*a
02 d
577 ((P33Ve + py5t) — bz (U = V)

(2.60)

Al realizar el mismo procedimiento para las otras direcciones se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

Eny:



2 0 Buy +
uay ay

dy \ ox E 0z
a (dU, AU, AU,
& @(WJ“W* 6z>
] (avx av, avz)

2 y\ax Ty Yoz
0 (0u, Odu,
“a(a*a)*

dz\ 0z 0y

62
32z (P1ytty +ppUy +py5Vy) +

0 d ’
ba(uy - Uy) + bﬁ(uy - Vy)

13y
tay\ax Ty

0 (0u,
QZ@(W-F
a [V,
R (G +

82
_ (W ((p33Vy +Pi3ty) —

En z:

d (du, Ou, Ou,
+/1—< e u>+

0 <6ux N duy N auz)

ox | 9y | oz

a(aux au, aUZ>
2+

0z

0? a
(W((pnl])’ +puy) —bap(uy — Uy)))_

dy = 0z
av, 6VZ>

du, OJdu,
24 >

W 0z
9
b3 (uy - Vy)))

.61)

2.62)

(2.63)
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5 d <6uz) +
"oz \ oz (2.64)
i d aux+6uy+6uz N
dz\ dx 0dy 0z
d (0U, AU, U,
& E(WJ’WJ’ 62)
O (% W o
dz\ox Jy 0z
d <0ux + auz)
K dx\dz  0x

0 (0du, N ou,
K dy\ 0z  0dy
aZ
W(pnuz + plzuz + 913Vz) +
d d ’
bm(uz - Uz) + bﬁ(uz - VZ)

0 (0u, OJu, OJu,
1£(ax+a—y+az *
a (dU, U, aU,
R1£<W+W+6z>

(2.65)

ik d
ot2 ((pzz U, + plzuz) - bﬁ (uz - Uz))

1

0 (0u, Ou, OJu,
25<E+a—y+az *

B <an av, 6Vz>

(2.66)

29,\ax Ty T oz
02 0
Tz ((P33V2 + py5un) = bgp (u, = V)

Este conjunto de nueve ecuaciones diferenciales acopladas permite el
modelamiento de ondas transversales y longitudinales, es decir, que se tienen los
campos de la P y S acoplados.



Ahora se hallard una expresion que represente el conjunto de ecuaciones
diferenciales que permiten modelar el sistema. Para ello, se multiplica la ecuacion
2.58 por el vector unitario 7, la ecuacién 2.61 por J, y la ecuacién 2.64 por k.
Agrupando los términos segun el vector se llega finalmente a:

W2+ A+ WV - @) +
QV(V-0)+0.9F ")
92 - — —
W((pnu +p,U+ p13V) +)

d . = .. o
ba(u—U)+bm(u—V)

(2.67)

Luego se multiplica la ecuacion 2.59 por el vector unitario £, la ecuacion 2.62 por
7y la ecuacion 2.65 por k. Agrupando términos segun el vector se obtiene:

02 - .
s N ma W((F’ZZU +p,1) _) 2.68)
(0.V(V-7)+RVE D)) = 3. :
b E (u - U)
Se finaliza multiplicando la ecuacion 2.60 por el vector unitario I, la ecuacion

2.63 por J y la ecuacion 2.66 por k. Al agrupar términos segin el vector se
obtiene:

ik 7 =

o e at? ((p33V +13t) _) (2.69)

(0:V(V-2) +RVE W) = 5 :
b ([@-V)

Las ecuaciones 2.67, 2.68 y 2.69 representan en forma mas simplificada el
conjunto de ecuaciones que gobiernan los desplazamientos del medio poroso,
fluido 1 y fluido 2 en el sistema. Es preciso aclarar que en estas ecuaciones los
desplazamientos u, U y V son de caracter vectorial, por lo tanto hay que calcular
el laplaciano vectorial del vector U en la ecuacion 2.67. En las ecuaciones 2.68 y
2.69 hay que calcular el gradiente de la divergencia de los tres campos de
desplazamiento (i, U, 17), los cuales representan el solido y los dos fluidos.

A partir del campo de onda general para ondas compresionales P y transversales
S, se realizaran algunos céalculos para desacoplar el sistema y tener las ecuaciones
generales del campo de onda Py S.
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2.4.4. Discretizacion

El sistema es discretizado a partir de las ecuaciones 1.17, 1.18 y 1.19. La
discretizacion espacial y temporal se realiza con diferencias centradas. Segun lo
anterior, la discretizacion de las ecuaciones 2.67, 2.68 y 2.69 se puede apreciar a

continuacion. Se discretizo por componentes, empezando por las componentes
(x,y) de la ecuacion 2.67.

auxx; = BB, (:—‘; - 1)

auxx, = B(l - B1) (:—Z - 1)

auxxp = kg(1 + auxx, + auxx,)

auxxy = —(kS;ki)AZ
—KB
. = (ks(ks — kg))
¢ D - kB
_ K
@ty = 5

auxxp, = auxxyp’p,
auxxp, = auxxyp’(1—B,)
auxxy, = BB, (auxx; — (auxxyP))
auxxy, = (1 — B,)(auxx; — (auxxyp))

auxx, = auxxy — (B(ZauxC - auxxMB))

Pw
BB,

P
B(1-B,)

m =c
m;

p=(1-B,)ps+BBow + (1-B,)rc)



pin = p— (mup*B}) — (map*(1 - B,)") — (2pwBB,) — 2p6B(L —B,)
P2y = mypP;
paz = myB’p;

P12 = pwBB, — BB}

2
P13 = pGB(l - Bl) - szZ(l - Bl)
2.4.4.1. Discretizacion ecuacion 2.67 en x
aux, =

U (t,x + Ax, y) — 2u, (t, x,¥) + u (t, x — Ax,y)

aux, =
1 Ax?

ux(t! X,y + Ay) - Zux(trx’y) + ux(t'xly - Ay)

aux, = 2
uy, (¢, x + Ax,y) — 2u,, (¢, x,y) + u, (¢, x — Ax,y)
aux; = A2
_ u, (6, x + Ax,y + Ay) —u, (6, x — Ax,y + Ay)
Ty = 4AxAy
_ u, (6, x + Ax,y — Ay) —u, (6, x — Ax,y — Ay)
Hxs = 4AxAy
U,(t,x + Ax,y) — 2U,(t,x,y) + U, (t,x — Ax,y)
auxg = A2
_ U, (t,x + Ax,y + Ay) — U, (t,x — Ax,y + Ay)
axy = 4AxAy
U, (t,x + Ax,y — Ay) — U, (t,x — Ax,y — Ay)
auxg =

4AxAy
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v, (t,x + Ax,y) — 2v,(t,x,¥) + v, (t, x — Ax,y)

auxg =

Ax?
vy, (t,x + Ax,y — Ay) — v, (t,x — Ax,y — Ay)
Frro = 4Axdy
v, (L, x + Ax,y — Ay) — v, (t,x — Ax,y — Ay)
rn = 4Axdy
2u, (t,x,y) — u, (t — At, x,y)
aux,, = N
U, (t + At x,y) + 2U,(t,x,y) — u, (t — At, x,y)
aux,;; = N2
=V, (t + At,x,y) + 2v,(t, x,y) — v (t — AL, X, Y)
aux,, = A2
u, (t — At, x,y)
s =7
U, (t + At x,y) — U (t —At,x,y)
aux;c = AL
v (t + At x,y) — v, (t — At x,y)
aux,,; =

2At

u, (t+ At x,y) = auxo((u,, (aux; + auxz)) + (((auxxL) - ub)(aux3 + aux, — auxs
+(Q1(aux6 + aux; — auxg)) + (Qz (auxq + auxyy — auxll)) + (Pu(auxlz)) +
+ (Plz(auxu)) + (P13(aux14)) + (b(auxys + aux; + aux,;)))

2.4.4.2. Discretizacion ecuacion 2.67 en 'y

aux, =

uy, (t,x + Ax,y) — 2u,(t,x,y) + u,(t,x — Ax,y)
Ax?

aux; =



u, (6, %,y + Ay) — 2u, (¢, x,y) + u, (t,x,y — Ay)

aux, = Ay
uy, (&, x,y + Ay) — 2u, (¢, x,y) + u, (t,x — Ay)
aux; = Ay
_U(tx + Ax,y + Ay) —u, (8, x — Ax,y + Ay)
Fhre = 4Axdy
_U(tx + Ax,y — Ay) —u, (8, x — Ax,y — Ay)
xs = 4Axdy
U, (t,x,y + &y) — 2U,(t,x,¥) + U, (t,x,y — Ay)
auxg = Ay
Ut x + Ax,y + Ay) — Uy (8, x — Ax, y + Ay)
oy = 40xhy
_Up(tx + Ax,y — Ay) = U (¢, x — Ax,y — Ay)
Hxe = 4AxAy
v, (t,x,y + Ay) — 2v,(t,x,y) + v, (t,x,y — Ay)
auxy = Ay
v (t,x + Ax,y + Ay) — v, (t, x — Ax,y + Ay)
Hro = 4AxAy
vx(t!x + Axry - Ay) - x(tfx - Ax'y - AY)
aux,; =
4AxAy
2uy, (6, x,y) —u, (t — At x,y)
aux,, = A2
=U,(t + At x,y) + 20, (t, x,y) — Uy (t — AL, x, )
aux,; = A
—v,(t + AL, x,y) + 2v, (¢, x,y) — vy (t — AL, x, )
aux,, = A2
u, (t — At x,y)

aux;s = AL
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U, (t +At,x,y) — U, (t — At, x,y)

aux. =
16 2At

v, (t + At x,y) — vy (t — AL, x,y)

aux{, =
17 2At

u, (t + At, x,y) = aux,((up (aux, + aux,)) + (((auxxL) — 1, ) (aux; + aux, — auxs
+(Q1 (auxg + aux, — auxs)) + (Q2 (auxq + auxyy — auxll)) + (Pu(auxlz)) +
+ (Plz(aux13)) + (P13(aux14)) + (b(aux;s + aux;e + aux,7)))

2.4.4.3. Discretizacién ecuacion 2.68 en x

1
b
2
2 v 2a¢

aux, =

=
N

>

w, (t, x,y) — 2u, (t — At, x,y) + u, (t — 2At,x,y)
aux,; =

At?
U (t,x,y) — uy(t = 2At,x,y)
aux, = o
U (t,x + Ax,y) — 2u, (t,x,y) + u, (t, x — Ax,y)
aux; = A2
_ u,(t,x + Ax,y + Ay) —u, (t,x — Ax,y + Ay)
FUxe = 4AxAy
_uy(tx +Ax,y — Ay) —u, (6, x — Ax,y — Ay)
Tuxs = 4AxAy
Uy(t,x +Ax,y) — 2U,(t,x,y) + U (t, x — Ax, y)
auxg = A2
_Uy(t,x + Ax,y + Ay) — Uy (¢, x — Ax, y + Ay)
auxy = 4AxAy
U,(t,x + Ax,y — Ay) — U, (t,x — Ax,y — Ay)
auxg =

4AxAy



2U, (t,x,y) — U, (t,x — Ax,y)
auxy = N

U,(t—Atx,y)

2At
U, (t + At x,y) = (auxo)(—(Paux;y) + (Baux,) + (Q (aux; + aux, — auxs)) +

+(R1 (auxg + aux, — auxs)) + (Pzz(auxg)) + (B (auxyy)))

aux,y =

2.4.4.4. Discretizacion ecuacion 2.68 en y

1
auxy = ———
0 P22 + L
Atz © 2At
u, (t,x,y) — 2u, (t — At, x,y) +u, (t — 24, x,y)
aux,; = N
_ uy, (t,x,y) —u,(t — 24t,x,y)
aux, = AL
uy (t,x + Ax,y) — 2u, (¢, x,¥) + u, (t, x — Ax, y)
aux; = Ay
_u(t,x + Ax,y + Ay) —u, (¢, x — Ax,y + Ay)
Huxs = 4AxAy
_u(t,x + Ax,y — Ay) —u, (¢, x — Ax,y — Ay)
Hxs = 4AxAy
U, (t,x,y + Ay) — 2U, (t,x,y) + U, (t, x,y — Ay)
auxg = Ay
U (tx + Ax,y + Ay) — Uy (8, x — Ax, y + Ay)
oty = 4AxAy
Uc(t,x +Ax,y — Ay) — U, (t,x — Ax,y — Ay)
auxg =

4AxAy
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2U, (t,x,y) — Uy (t,x — Ax,y)
At?

auxy =

Uyt —-Atx,y)
o =T8N
Uy(t + At x,y) = (auxo)(—(Prpaux;) + (Paux,) + (Q1 (aux; + aux, — auxs)) +

+(R1 (auxg + aux,; — auxs)) + (Pzz(auxg)) + (B (auxyy)))

2.4.4.5. Discretizacion ecuacion 2.69 en x

_uy(tx,y) — 2uy (t — At,x, ) +uy (t — 24¢,x,y)
B At?

aux,

_ uy, (t,x,y) —u, (t — 24t,x,y)
a 20t

aux,

uy, (¢, x,u + Ay) — 2u, (¢, x,y) + u, (t,x,y — Ax,y)

aux; =

Ay?
_u(t,x + Ax,y + Ay) —u, (¢, x — Ax,y + Ay)
Fuxs = 4AxAy
_u(t,x + Ax,y — Ay) —u, (¢, x — Ax,y — Ay)
Hxs = 4AxAy
vy (t,x,y + Ay) = 2v,(t,x,y) + v, (t, x,y — Ay)
auxg = Ay?
_ v (tx + Ax,y + Ay) — v (8, x — Ax, y + Ay)
xy = 4AxAy
v (&, x + Ax,y — Ay) — v, (t, x — Ax,y — Ay)
auxg =

4AxAy



2V, (t,x,y) — v, (t,x — Ax,y)
At?

auxy =

v, (t — At, x,y)

auxig = OAL

v, (t + At, x,y) = (aux,)(—(Pzaux;) + (Paux,) + (Qz (aux; + aux, — auxs)) +
+(R2 (auxg + aux, — auxs)) + (P33(auxg)) + (B (auxyp)))

2.4.4.6. Discretizacion ecuaciéon 2.69 en y

1
aux, = ————
0 P33 + L
Atz 7 2At
u, (t,x,y) — 2u, (t — At, x,y) +u, (t — 24, x,y)
aux, = N2
_ uy, (t,x,y) —u,(t — 24t,x,y)
aux, = AL
uy, (6, x + Ax,y) — 2w, (6, %,y) + u, (6, x — Ax, y)
aux; = A7
_u(t,x + Ax,y + Ay) —u, (¢, x — Ax,y + Ay)
Huxs = 4AxAy
U (b x + Ax,y — Ay) —u, (8, x — Ax,y — Ay)
s = 4Axhy
U,(t,x,y + 4y) — 2U, (¢t,x,y) + U, (t, x,y — Ay)
auxe = Ay
Ut x + Ax,y + Ay) — Uy (8, x — Ax,y + Ay)
auxy = 4Axdy
U, (t,x + Ax,y — Ay) — U, (t,x — Ax,y — Ay)
auxg =

4AxAy
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20U, (t,x,y) — Uy (t,x — Ax,y)
auxy = e

U, (t —At,x,y)

auxyy = JAL

v, (t + At x,y) = (auxy)(—(Paux;) + (Baux,) + (Q1 (aux; + aux, — auxs)) +
+(R1 (auxg + aux, — auxS)) + (Pzz(auxg)) + (B (auxyp)))

Se elabor6 un modelo inicial con las propiedades que se pueden ver en la siguiente

tabla: Se cre6 como modelo inicial conformado por arena, la cual tiene cierto

grado de porosidad y permeabilidad. Los valores que caracterizan cada uno de
los fluidos y la roca estan dados en la tabla 2.1.

Tabla 2.1. Parametros elastomecanicos del medio

Magnitud fisica y Agua Arena Aire
unidades
Densidad% Pw Ps pg = 1,21
=1x103 = 2,65
x 103
Modulo de
comprensibilidad de cada | k,, =2 x 10° | k, k,
medio - =2x10" | =142x10°
Viscosidad dindmica N—; 41 Y2
m =1x1073 =181
X 1075
Porosidad 0% < B
< 100%
Saturacion S =99%
Diametro de los granos d=5x%x10"*
(m)
Modulo de ky
comprensibilidad de la = 4,36 x 107
estructura (%)
Moddulo de la cizalladura u

=261

de la estructura (%)
x 107




Magnitud fisica y Agua Arena Aire
unidades
Permeabilidad dinamica 1078 <X
(m?) <1072
Tortuosidad de los poros c=1,25
c

Conforme a esto, se desarroll6 un codigo en ¢ + + y los resultados se pueden ver
a continuacion. Se pueden observar en la figura 2.5 dos frentes de onda: el primero
corresponde a la onda primaria que es una onda compresional y se mueve con
mayor velocidad, mientras que el segundo frente se propaga con una menor
velocidad y corresponde al campo de onda secundario.

Para la simulacion se us6 una ondicula Ricker de 60Hz (ver figura 2.6). Para esta
ondicula también se puede ver el espectro de frecuencias.

3 100 , — b. — ;
80 4
E 60 | p— § L i ¢ i 4
: D) )
& 40 ~— 1 g e
N
20 f- - [ L -
C 100 i . d — "
T ———
80 | . - i .
éso g /, ¥
ir 40 | 1 r ¥
20 . -
0 — =

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Eje x(m) Eje x(m)
EET T 7 T .
04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04

Figura 2.5. Simulacién numérica del campo de onda P y S para diferentes
tiempos. a. t = 0,25s,b.t =0,35s, c.t =0,45s,d. t =0,55s
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1.2
Ondicula Ricker 60 Hz 0.02
; .
08 i i i [ 0015
0.6
04 f ‘ : : 1 2 o0t -
w
02
0 0.005
-02
0
-04 i ! i i | 0 50 100 150 200 250
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 f(Hz)
t(s)
(a) (b)
Figura 2.6. (a) Ondicula Ricker. (b) Espectro amplitud de la Ondicula Ricker de

60 Hz

En el espectro se puede observar un pico maximo en la frecuencia de 60 Hz. Se
tomo el campo de onda Py se vario el valor de la saturacion del medio a diferentes
porosidades, ver figura 2.7.

350
300 }

@

E 250}

>
200 F
150 i i i

0 010203040506 070809
S

Figura 2.7. Variacion de la velocidad en funcién de la porosidad y la saturacion



Variacion de la velocidad en funcion de la saturacion para diferentes porosidades.
Alli se puede observar la variacion de la velocidad del campo de onda primario
para distintos niveles de saturacion. A medida que aumenta el valor de la
saturacion de la matriz rocosa, el valor de la velocidad aumenta y esta variacion
es mayor para valores de saturacién mayores al 90 %.

Esto ocurre debido a que predomina el valor de incompresibilidad del fluido en
comparacion con el gas que permea la roca. También se evidencia que a mayor
porosidad la velocidad aumenta, y es porque aumenta la proporcion de agua
dentro de la roca y su valor en cuanto a incompresibilidad es mayor.

200

150

100

Figura 2.8. Variacion del factor de calidad Q en funcion de la porosidad y
saturacion

Se realizo el programa que permite la simulacion de la propagacion de una onda
en un medio poroso basado en la Teoria de Biot modificada para tener en cuenta
dos fluidos dentro del poro y asi calcular el factor de calidad Q de la amplitud de
la ondicula en funcion de la porosidad B, la saturacion S y la viscosidad vy, ademas
de determinar la variacion de la maxima amplitud en el espectro de frecuencias
de la seial en funcion del corrimiento en el valor de la frecuencia principal de la
sefial.
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Capitulo 3

Simulacion numérica en electrostatica usando
Diferencias Finitas

Héctor Javier Hortiia, Alejandro Duitama Leal y José J. Fredy Gonzdlez V.

Resumen. El campo eléctrico E en diferentes sistemas fisicos en general se
obtiene al resolver la ley de Coulomb o la ley de Gauss cuando se conoce la
distribucion de carga, o usando E = —VV cuando el potencial V es conocido en
la region de interés. Sin embargo, en la mayoria de los casos, no se conoce ni la
distribucion de carga ni el potencial (Sadiku, 2003). En este capitulo, se
consideraran casos en los que se conocen propiedades del potencial en la frontera
y se desea encontrar E y V en toda la region del espacio de interés. Estos
problemas generalmente se abordan resolviendo la ecuacion de Poisson cuando
existe distribucion de carga en la region o la ecuacion Laplace en la ausencia de
esta. Finalmente, se muestra una aplicacion al analisis de Diferencias Finitas en
electrostatica, usando diferentes geometrias y condiciones de frontera ya sea en
la funcion o en su derivada. La metodologia que se muestra en este capitulo esta
basada en Sadiku (2003) y Jackson (2012).

3.1. Ecuaciones de Poisson y de Laplace

Existe una relacion entre el campo eléctrico en un sistema E y la densidad de
carga que lo genera p,, esta relacion es llamada la ley de Gauss

SeIuI,] SeIOUdIJI(]

Ul
Ul



V (E) = p,, 3.1)

En la cual € es la permitividad eléctrica del medio. Debido a que el campo
eléctrico y el potencial V (x) se relacionan a través de E = —VV, al sustituir esta
relacion en la ley de Gauss, se obtiene

vey = _P» (3.2)
&

asumiendo un medio homogéneo (Sadiku, 2003). Esta tltima ecuacion se conoce
como la ecuacion de Poisson, la cual se debe al matematico y fisico francés
Siméon-Denis Poisson, que la publicé en 1812. Cuando no hay distribucion
volumétrica de carga p,, = 0, se obtiene la ecuacion de Laplace

vV = 0. (3.3)
Para diferentes sistemas de coordenadas, el operador laplaciano V2 toma la forma

) 0%V 9%V
Vey = e + 6_yz — Rectangulares (3.4)

v 10V 19V

W*?EJWT%* Polares 3.5

VvV =
enlaqueV =V(x,y) oV =V(r,8) dependiendo del sistema de coordenadas,
de igual forma para la densidad de carga.

En la teoria de ecuaciones diferenciales parciales lineales, un problema bien
planteado consiste en una ecuacion diferencial parcial lineal sujeta a ciertas
condiciones de frontera que tenga solucion Unica. En el caso de la ecuacion de
Poisson (o Laplace), se puede demostrar dicha unicidad de las soluciones, sin
embargo antes de entrar en el problema de unicidad, definamos las condiciones
que se pueden aplicar a las ecuaciones (3.2) y (3.3) en la frontera 7 de la region
de interés Q (Jackson, 2012):

a. Condiciones de Dirichlet: los valores del potencial V son
especificados para todos los puntos X € J.

b. Condiciones de Neumann: los valores de la derivada del potencial
%4

v
on

n- ()
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son especificados para todos los puntos x € 7. El vector normal n (que
depende de x) es el vector unitario que es perpendicular a la superficie 7
y apunta hacia afuera de la region Q.

Asi, la demostracion de la unicidad en las soluciones de las ecuaciones (3.2) y
(3.3) es descrita de la siguiente forma. Consideremos una superficie J que
encierra un volumen Q en el cual se cumple la ecuacion (3.2). Asumiendo dos
soluciones de la ecuacion de Poisson V;(x), V,(x), que satisfacen las mismas
condiciones de Dirichlet en J, si definimos una variable dada por ¢ =V, (x)-
V,(x), se tiene que

Vi = V(- V) =242 =0

Du=w1-v)1y = 0, (3.6)

donde se observa que ¢ satisface la ecuacion de Laplace. De la misma forma

podemos empezar usando la ecuacion de Laplace y llegar al mismo resultado
mostrado en la ecuacion (3.6). Ahora se considera la siguiente integral

Q= f(v¢)2dn >0 3.7
Q

la cual es mayor que cero debido a las propiedades del integrado. Ademas
asumamos por ahora que ¢ # cte, el cual produciria Q = 0. Usando la
propiedad vectorial (Jackson, 2012)

(V§)? = V- (¢V) — p(V29)

y reemplazando la relacion encontrada en la ecuacion (3.6), se encuentra que

(V)2 = V- (¢Ve). (3.8)

De esta forma se llega a que la integral definida en la ecuacion (3.7) es

Q= f(Vd))ZdQ = f V- (¢pVe)dQ = }g ¢n-Ve dJ (3.9)
Q Q J

en la cual se ha usado el teorema de la divergencia para transformar la integral
de volumen (), en una integral de superficie sobre J, por lo tanto



0=§ 65tna (3.10)
J

De esta ultima ecuacion se observa que si reemplazamos el valor de ¢ escrito en
la ecuacion (3.6), el valor de la integral es cero @ = 0 ya que ¢ es nulo en la
frontera. Como consecuencia, se llega a que ¢p = Cte debido a la ecuacion (3.7)
y por consistencia con la segunda relacion mostrada en la ecuacion (3.6), esta
constante es cero, lo cual implica que I/; = V;. Por lo tanto, se ha demostrado que
si V; y V, son dos soluciones de la ecuacion de Poisson o Laplace, y que ambas
satisfacen las condiciones de Dirichlet, entonces V; = V, para todos los puntos en

Q. Si se tiene especificada la derivada del potencial en la frontera (%)7 = ‘%Z ;

(condicion de Neumann), usando el mismo argumento y observando la ecuacion
(3.10) se llega a que ¢ = Cte, sin embargo la condicién de la derivada del
potencial en la frontera no determina el valor de la constante. Esto implica que
para la condicion de Neumann, el potencial es unico salvo una constante no
determinada.

3.2. Ecuacion de Laplace

Las ecuaciones diferenciales parciales a menudo se resuelven convenientemente
por un método llamado separacion de variables. En particular, se trabaja con
conjuntos ortogonales de funciones debido a sus importantes propiedades. En esta
seccion discutiremos solo dos geometrias en detalle: rectangular y esférica,
comenzando con las coordenadas rectangulares que son las mas simples.

3.2.1. Coordenadas rectangulares

La ecuacion de Laplace en coordenadas rectangulares esta dada por

L0 o
VV et 0 (3.11)

donde se uso la expresion para el laplaciano en este sistema (ver ecuacion (3.4)).
Como un primer ejercicio, se pretende encontrar el potencial en una region
descrita por 0 < x < by 0 < y < a con las siguientes condiciones de
frontera

Vix=0,y)=0; V(x=by)=0; V(x,y=0) (3.12)
=0 Vlxy=a)=Vkx)

Una solucion de esta ecuacion diferencial se puede encontrar en términos de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias de la misma forma, suponiendo que el
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potencial puede ser representado por un producto de dos funciones, una para cada
coordenada

V(ix,y) =X(x)Y(). (3.13)

Al sustituir la solucion propuesta (3.13) en la ecuacion de Laplace y dividir por
V(x,y) escrita en (3.13), se tiene

1d2X  1d%Y (3.15)

“XdE v ay
donde omitimos las variables que dependen de cada una de las funciones. Si esta
ultima ecuacion se mantiene para valores arbitrarios de las coordenadas (X, y),

cada uno de los términos debe ser constante por separado

1d?X  1d%Y (3.15)

“Xaz vap P

El rango de 8 se encuentra al verificar que realmente satisface las condiciones
de frontera (3.12). Si se asume que 8 = 0, se tiene que

1d%X (3.16)
}WZO - X=Ax+B,

Al usar las condiciones de frontera (3.12) se tiene que
Xx=0=0-0=0+B o B=0, (3.17)
y, ademas
X(x=b)=0-0=4AB o A=0, (3.18)

debido a que b # 0, lo cual conduce a la solucion trivial X(x) = 0. Por otro
lado, si asumimos § = B2 < 0, se tiene que

1d%X

XTI |B1l = X = Acosh(|B;|x) + Bsinh(|p,|x), (3.19)

al usar las condiciones de frontera (3.12) se tiene que
X(x=0)=0-0=4+0 o A=0, (3.20)

y, ademas



X(x=b)=0 - 0=Bsinh(|lb) o B=0, (3.21)

debido a que Bsinh(|B,|b) = 0, nuevamente obteniendo la solucion trivial. De
esta forma se llegaa que f > 0. Con el rango de 8 (aqui podemos reemplazar 3
con 32 ya que son variables positivas que permiten expresar las soluciones en
términos de f y no de su raiz) podemos llegar a determinar el valor de las
constantes que surgen al resolver las ecuaciones diferenciales

1d%X
X dx?

= —B% - X = Acosh(Bx) + Bsinh(Bx), (3.22)
al usar (3.12) se llega a
X(x=0=0-0=440 o A=0, (3.23)
también se tiene que
X(x=b)=0 - 0=Bsinh(Bb) o B =nm, (3.24)
conn > 0 entero. Con este procedimiento se encuentra que la solucion para X es
X, (x) = A,sin (nbﬂ) (3.25)
Para la funcion Y se tiene

1d?%y
?d_yz = ﬁz -Y= CCOSh(ﬂy) + DSlTlh(ﬂy), (326)

al usar (3.12) se llega a

Yy=0=0-0=C+0 o C=0, (3.27)
y se encuentra para Y lo siguiente
. nry 3.28
Y,(y) = C,sinh (T) (3.28)
De esta forma, la solucion propuesta para el potencial en (3.13) esta descrita por
= B sin (™ sinn (T (3.29)
V(x,y) = anm( b )smh( b )

donde las constantes se reescribieron en una nueva variable B,,. Se observa que
tenemos varias soluciones dependiendo del valor de n, asi que usando el teorema
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de superposicion que asegura que la superposicion de soluciones es también una
solucion (Jackson, 2012), se tiene que

V(x,y) = Z B, sin (”bﬂ) sinh (nbg) (3.30)

Finalmente los coeficientes B, son determinados usando la tltima condicion de
frontera

V(xy = a) = Vo(x) = i Bysin (=) sinh (). (3.31)
n=1

Multiplicando ambos lados de la ultima ecuacion por sin(mmx/b) e integrando
sobre 0 < x < bsellegaa

sin (mZ ) vy ) (3.32)

O\,c_

b
ni nnx Mmix
smh y j sm in (—) dx.

1 0

I
Ms

3
I

ahora si usamos la propiedad de ortogonalidad de las funciones seno o coseno
escritas como (Jackson, 2012)

b

0 sin#m
nnx mmx
f sm sm( )dx = { . } (3:33)
b = sin=m
0 2
se tiene que la ecuacion (3.34) queda escrita como
b
mm. mnay b
i = — 3.34
fsm( 5 )Vo(x)dx msmh( > )2, (3.34)

0

por lo tanto, al sustituir esta Gltima expresion en la solucion general (3.30), se
llega a

V(x,y) =

i 2sin (nb#) sinh (%) fob sin (leﬂ) Vo (x)dx (3.35)

foper] sinh (%) b '



Consideremos dos casos particulares de la ecuacion anterior, Vy(x) =V, = Cte
yVo(x) = x.

32.1.1.V, (x) = Cte

En este caso, se tiene que

b
sin (%) Vo(x)dx =V, j sm (3.36)
0
Vb )
= (1 = cos (nm)),

C%G‘

lo cual implica que para n par la solucion es nula, mientras que para n impar el
. . 2b .
resultado anterior es igual a — V. De esta forma se tiene que
nm

. (NAX\ ., (MY
4Vysin (——) sinh | —=
V(x,y) = ( b )nna ( b ), (3.37)
=135, nmsinh (T) b
32.12.Vy(x) = x
En este caso, se tiene que
b b ( 1)n+1b2
. MIX . mmx (=
J-sm( b )Vo(x)dx = ijsm (T) dx = (3.38)
0 0
por lo tanto, se obtiene
® 2b(—=1)"*sin () sinh (2
V(x,y) =Z ( bmza ( s ) (3:39)
brper nnsmh( B )

3.3. Discretizacion del espacio

En esta seccion se mostrara el procedimiento empleado para la solucion numérica
de la ecuacion de Laplace en dos dimensiones y con condiciones de Dirichlet en
la frontera. El método de Diferencias Finitas que usaremos para la solucion
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numérica de las ecuaciones diferenciales descritas en este libro, consiste en
basicamente tres pasos:

1. Dividir la region de la solucion en una matriz rectangular (o polar,
de acuerdo con la simetria del problema) de nodos.

2. Aproximar la ecuacion diferencial junto con sus condiciones de
frontera mediante un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales en
los nodos en la region de interés.

3. Resolver este conjunto de ecuaciones algebraicas lineales a través
de métodos iterativos.

Para el primer paso, se crea la region de interés discretizada de la siguiente forma:

1import numpy as np
>import matplotlib.pyplotasplt
3

4

sM=N=50#Numerodepasos

6

7””"” Rango del espacio
s Parametros

9 x_O<x<x_f

10 y_O<y<y_f

11 e

12 X_0=0.0

1x_f=1

14y_0=0.0

15 y_f=1

16
17

1wh=(xf-x0)/M#grillaenx
1wk=(yf-y0)/N#grillaeny
20

21" " " Creacién de la grilla

2 X,Y corresponde a la grilla mientras que n

23 T, T nuevo corresponden a puntos internos alan
24 region. T nuevo son valores actualizados durante
»s el proceso de iteracion.

75" e

27

23x= np.linspace(x0,xf,M+1)

29y= np.linspace(y0,yf,N+1)

s0X,Y=np.meshgrid(x,y)

31

3T = np.zeros((len(X),len(Y)))
33 T_new=np.zeros((len(X),len(Y)))

Listado 3.1. Discretizacion de la region



En el caso en el cual estamos trabajando con la ecuacion de Poisson, el término
fuente debe ser discretizado de la misma forma, para ello simplemente
adicionamos la siguiente linea de codigo a la lista (3.1)

1 #Término fuente de la ec.de Poisson
>source=np.zeros((len(X),len(Y)))

Listado 3.2. Término fuente de la ecuacion de Poisson

Como segundo paso se establecen las condiciones de frontera. Usando el ejemplo

mencionado con Vy(x) = x eny = a, el proceso viene descrito como se observa
a continuacion

1#Término fuente de la ec.de Poisson
2T[-1,:1=0

sT[0,:]1=0

4T[:,-1] = np.power(x,1)
sT[:,0]=0

Listado 3.3. Condiciones de frontera tipo Dirichlet

Ademas, se establece la forma funcional de la fuente en el caso de la ecuacion
de Poisson

1

> def poisson_fuente(X,Y) :

Y

4 Funcién que define la forma de la fuente.\
s En este caso se asume que estd distribuida\

¢ de forma Gaussiana.
7

s mu, sigma = 10, 0.1 ##media mu=10 y varianza sigma =0.1
10 G=np.exp (-( (X-mu)**2 + (Y-mu)**2) / 2.0*sigma**2) / (np.sqrt(2*np.pi*sigma))

11 return G
12

13fuente=poissonfuente(X,Y)
ufuente[-1,:]1=0
isfuente[0,:]=0
wsfuente[:,-1]=0
17fuente[: ,0] =0

Listado 3.4. Forma de la fuente en la ecuacién de Poisson
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Finalmente, se escribe la ecuacion de Laplace (o Poisson cuando la fuente es
diferente de cero) usando la aproximacion de la ecuacion diferencial propuesta
por el método de Diferencias Finitas

nnon
1

2 Aproximacion de la ecuacion diferencial usando n

se | método de Diferencias Finitas
4

won
5

6

7€=8.8 5 e-12 # Permitividad eléctrica
sconstante=1/e

sToleranciaO=1e-6 # Tolerancia

1 delta=1.0 #Valor inicial

11

12# Solucidn de la ecuacidn via proceso de iteracion
13

12 while delta>Tolerancia0:

15S1=[]

wforiin range(M+1):

17 forjinrange(N+1):

18 if i==0 or i==M or j==0 or j==N:

19 Tnuevo [i,j]=T[i,j]

20 else:

21 T_nuevo[l,j]=((TLi+1][j1+T[i-1][§])*k**2+(T[i][j+2]+T[i][j
-1]) *h** 2\

2 -constante * fuente [i] [j] *h**2 * k**2) / (2 * ( h**2 + k**2) )

23 S1. append (T_nuevo [i,j]-T[i,j])# Verificar tolerancia

2adelta = max (np.absolute(S1))

25
26# Actualizar valores de T
27T,Tnuevo=T_nuevo, T

Listado 3.5. Proceso de iteracion

Recordemos que para fuente = 0 se reduce a la ecuacion de Laplace. En las
lineas ilustradas en (3.5) se muestra el proceso de iteracion para la solucion de la
ecuacion diferencial. El sistema entra en un proceso de iteracion en el cual los
valores se van actualizando de acuerdo con la aproximacion obtenida por el
método de Diferencias Finitas y culmina cuando la diferencia entre la solucion
previa y la solucion actual es menor en cierta tolerancia (en las lineas se muestra
que esta tolerancia es igual a 107°). Con el codigo anterior podemos comparar la
solucion numérica obtenida con el método de Diferencias Finitas y la solucion
analitica lograda en la seccion anterior. Para el caso mostrado en la seccion
3.2.1.1 los resultados se muestran en la figura 3.1, y para la seccion 3.2.1.2, en la
figura 3.2. Finalmente, en la tabla 3.1 se dan algunos ejemplos de las ecuaciones



de Laplace y Poisson sujetas a diferentes condiciones de frontera, ademas de sus

soluciones analiticas.

Ejemp Ecuacién Condiciones de frontera Solucién
lo diferencial analitica
1 vy V(ij) =1 V(Z,y) =e? Xy
= (x2+yHe, V(ix,00=1 V(x,1)=e*
Vay)=h@*+1) VEy)=h@*+4)
2 217 — 2 2
vv=o V(x,0) = 2in (x) V(1) = Inx? + 4 In &= +x%)
viLy) =y* vEey=@-1)?
27 — a2
3 V=4, V(x,0) =x?  V(x2) = (x—2)? &=»
x. ¥ VA,y) =yin(y) V(2y) =2y In(2y)
VIV =—+7,
4 y X V(x,1) =x In(x) V(x,1) = x In(4x?) xy In(yx)

Tabla 3.1. Algunos ejemplos de las ecuaciones de Laplace y Poisson sujetas a
diferentes condiciones de frontera. Estos ejercicios estan propuestos en la
seccion 12.1 del libro de Burden, Faires y Burden (2015)

3.3.1. Coordenadas polares

La ecuacion de Laplace en coordenadas polares esta dada por

gy L OV 107V 1%V
= v Traer (3.40)

Usando la misma metodologia empleada para el caso rectangular, consideremos
una solucién de la forma V(r, 8) = R(r)0(0) , de esta manera se tiene que

r262R+r6R_ 10%0
ROr:2 Rar  006% (3.41)

debido a que el lado izquierdo de la ecuacion anterior depende solo de 7,
mientras que la del lado derecho solo depende de 6, se tiene que ambos lados

deben ser iguales a una constante A2.
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(@ (b)

Figura 3.1. Solucion numérica del ejercicio mostrado en 3.2.1.1. (a) Contorno
del potencial resuelto con el método de Diferencias Finitas para el ejercicio
mostrado en 3.2.1.1. (b) Comparacion entre la solucion analitica de la ecuacion
(3.37) y la solucion generada por el método de Diferencias Finitas

(@ (b)

Figura 3.2. Solucion numérica del ejercicio mostrado en 3.2.1.2. (a) Contorno
del potencial resuelto con el método de Diferencias Finitas para el ejercicio
mostrado en 3.2.1.2. (b) Comparacion entre la solucion analitica de la ecuacion
(3.39) y la solucion generada por el método de Diferencias Finitas

Para 6 se tiene que



@ (b)

© (d

Figura 3.3. Soluciones de los ejercicios mostrados en la tabla 3.1. (a) Contorno
del potencial resuelto con el método de Diferencias Finitas para el ejercicio 1.
(b) Comparacion entre la solucion analitica y la solucion generada por el
método de Diferencias Finitas para el ejercicio 1. (¢c) Contorno del potencial
resuelto con el método de Diferencias Finitas para el ejercicio 2. (d)
Comparacion entre la solucion analitica y la solucion generada por el método de
Diferencias Finitas para el ejercicio 2

920 (3.42)

cuya solucion viene dada como
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— Solucion analitica
Solucion numerica

© (d

Figura 3.4. Soluciones de los ejercicios mostrados en la tabla 3.1. (a) Contorno
del potencial resuelto con el método de Diferencias Finitas para el ejercicio 3.
(b) Comparacion entre la solucion analitica y la solucion generada por el
método de Diferencias Finitas para el ejercicio 3. (c) Contorno del potencial
resuelto con el método de Diferencias Finitas para el ejercicio 4. (d)
Comparacion entre la solucion analitica y la solucion generada por el método de
Diferencias Finitas para el ejercicio 4

6=A+B6O, para 1=0 (3.43)

0 = Acos(A0)+ Bsin(A0), para A#0 (3.44)



En el caso en el que A < 0 no cumple las condiciones de periodicidad en 0 , es
decirV(r, © =0) =V(r, 0 = 2m). De esta forma, dada la periodicidad de 0 ,
se tiene que A € z*. Ahora para la parte correspondiente a  en la ecuacion (3.44)
se tiene que

r20%R r OR

— AZ

R or? R ar ’ (3.45)

Si ahora se realiza el cambio de variable r=e#, se tiene por regla de la cadena

dR ldR dzR 1 dR + 1 d?R
ar r du arr 72 dy  r?du? (3.45)

y al reemplazar estas ultimas expresiones en (3.45) se llega a

d?R ,
-’ (3.47)
cuya solucion es
R(w) = Ce™ + De™™ = R(r) = Cr* + Dr4, (3.48)

Mientras que para A = 0, la solucién de (3.45) viene dada por
R(r) =E 4+ F In(r), (3.49)
Finalmente, la solucion de la ecuacion de Laplace en coordenadas polares se
escribe como la superposicion de las soluciones encontradas en las ecuaciones
(3.43), (3.48) y (3.50), obteniendo asi
V(r,0)=E+F0 +Gln(r)
+ Z(A ™ 4+ B,r"™)((C,.cos (nf)
+ D sm (nB)),

(3.50)

Veamos dos ejercicios relacionados con esta ultima ecuacion. El primer ejercicio
consiste en determinar el potencial en un disco sujeto a las siguientes condiciones
de frontera

V(1,0<6 <m) =cos(d), V(1,71 <0 < 2m) = sin(h). (3.51)

Para ello, usamos las propiedades de ortonormalidad de las funciones seno y
coseno. Debido a que la region contiene el origen, las constantes G y B, de (3.50)
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son cero para evitar términos divergentes, también F es nulo ya que este término
no representa la periodicidad de las condiciones de frontera. De esta forma se
tiene que

E_1 fﬂ 6d6+f2n_ o) 1 (3.52)
=5 Ocos() i sin (6) = 7
1 T 2m
C, =;< J cos(0) sin(nd) d6 + J sin(8) sin(n@) d9>' (3.53)
0
2n "
= —m,conn =246,.. (3.54)

donde el valor de A4, ha sido absorbido en las constantes C, y D,. Para la otra
constante se tiene

1 s 21
D, = p- (J- cos(8) cos(nb) do + f sin(@) cos(nf) dB), (3.55)
0 s
2
= —m, conn = 2,4,6, ... (356)

Debido a que en el términon = 1 existe una divergencia, esta se calcula
aparte, encontrando un valor igual a 77/2 para ambos términos. De esta forma se
tiene que la solucion es

n

1 1/ -« 2nr _
V(r,6)= - + E( z (- T (cos(nB) + sin(nh)) (3.57)

n=2,4,6,...

r
+ 5 (cos(@) + sin (6))),
En la figura 3.5 se observa la solucion tedrica y numérica del ejercicio. Otro
ejemplo consiste en determinar el potencial sujeto a las siguientes condiciones de
frontera

V(3,0<6<m =cos(d), V(3,m<8<2m) =sin?(H). (3.58)

Nuevamente las constantes por definir son E, C, y D, mientras que A, es absorbida
en las ultimas dos. De esta forma se tiene que

1/(" m 3 (3.59)
E=— f de + f sin?(0)dé | = -,
2\ J, - 4



(a) (b)

Figura 3.5. Solucion numérica del primer el ejercicio en coordenadas polares.
(a) Contorno del potencial resuelto con el método de Diferencias Finitas para
primer el ejercicio en coordenadas polares. (b) Comparacion entre la solucion
analitica de la ecuacion (3.57) y la solucion generada por el método de
Diferencias Finitas

1 /(" 2 _ (3.60)
Cp==— f sin(n@) do +f sin?(0) sin(n@) do |,
3nmw\ J, -
1
=-3 paran = 2, (3.61)

mientras que para el resto de términos es cero. Para la otra constante se tiene

T 21
D, = %(L cos(nf) do + L sin?(0) cos(nd) dG), (3.62)

= ! (2+ 4 ) =135 3.63
=3 5 a2 = &) paran = 1,3,5, .... (3.63)

Debido a que en el término n = 2 existe una divergencia, esta se calcula aparte,
encontrando un valor igual a cero. De esta forma se tiene que la solucion es
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V(r,8)

- (3.64)
= Z — %COS (20)

1/~ 2 (2((n-2n+2n-2)\
+;<Z ' ﬂ< @+ D0 2)n )Sm (n9)>'

En la figura 3.6 se observa la solucion tedrica y numérica del ejercicio.

(@ (b)

Figura 3.6. Solucion numérica del segundo ejercicio en coordenadas polares. (a)
Contorno del potencial resuelto con el método de Diferencias Finitas para
segundo el ejercicio en coordenadas polares. (b) Comparacion entre la solucion
analitica de la ecuacion (3.64) y la solucion generada por el método de
Diferencias Finitas

Para la resolucion numérica de las ecuaciones se tienen en cuenta las condiciones
de frontera en la coordenada radial y la periodicidad en la parte angular, como se
observa en 3.6. Mientras que la aproximacion de Diferencias Finitas viene
descrita en 3.7

1# Condiciones de frontera en coordenadas polares
>T[-1,0:N//2]=np.cos(p[0:N//2])
sT[-1,N//2:]=npsin(p[N//2:])

4T[0, :]=np.power(p,0)*(-1./np.pi)
sT[:,0]=T[:,-1]

Listado 3.6. Condiciones de frontera y periodicidad en coordenadas polares



"o
1

2 Aproximacidn de la ecuacion diferencia | usando \
sel método de Diferencias Finitas para coordenadas polares
4

wonon
5

6

sdefri(a):

s ria=r0+a*hr
sreturn ria

10

uwhile delta > target :

©» S1=[]

13 foriinrange (M+1) :

14 forjinrange (N) :

16 ifj==

27 Thnew[i,~1]=T[i,O0]

18 ifi==M ori==0:

19 THEW[i,j]:T[ilj]

z; else :

23 T new [i,jl=((TLi+2][jI1*ri(i+21./2)+T[i
A1 *ri(i-1./2))+ (T [j+20+TLiT [ -
1) *hr** 2/ (ri(i)
*ht**2))/(ri(i-1./2)+ri(i+1./2)+2*

hr**2/(ri(i)*ht**2))
2 S1.append (T_new [i,j]100T[i,j])

Listado 3.7. Proceso de iteracion en coordenadas polares
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Capitulo 4

Tomografia de la Cuenca de Uraba usando el
método GLI (Generalized Linear Inversion)

José J. Fredy Gonzdlez V., Alejandro Duitama Leal y Héctor Javier Hortiia

Resumen. El método Diferencias Finitas se aplica en el campo de las ciencias de
la Tierra. En este capitulo se observa como utilizar la metodologia para calcular
las velocidades del subsuelo en una zona conocida como Cuenca de Uraba a partir
de los sismos de la region. El resultado de este problema se conoce como
tomografia sismica de velocidades. Estas velocidades forman una imagen del
subsuelo y ofrecen una descripcion importante para interpretar su composicion
fisica. El método tomografico que se estudiard en esta seccion se fundamenta en
un principio fisico muy intuitivo: si la velocidad es muy baja en un segmento,
tardara mucho tiempo atravesarlo. Piense por un instante en una avenida
congestionada por autos, alli la velocidad de conduccion sera muy baja, lo que
ocasiona que usted tarde mas tiempo para llegar a su destino. De manera similar,
si se produce un evento sismico en el subsuelo, el tiempo que tarda en llegar la
onda sismica a superficie depende de la velocidad del medio.
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4.1. Introduccion

Los seres humanos hemos ingeniado dispositivos que registran el movimiento del
suelo en la superficie, llamados sismoémetros. Cuando ocurre un evento sismico
se generan principalmente dos ondas sismicas llamadas onda P y onda S que
viajan a través del subsuelo y llegan finalmente a la superficie donde un
sismometro las detecta. Basicamente se requieren solo tres de estos instrumentos
ubicados en diferentes lugares para conocer donde ocurri6é el evento y uno
adicional para saber cuando. Sin embargo, se instalan redes de sismografos, los
cuales, en algunos casos, pueden ser cientos. Pero, si solo se requieren cuatro
instrumentos /para qué sirven los demas? Los investigadores utilizan toda la red
con dos propdsitos claves: para mejorar la precision de la ubicacion espacial y
temporal del evento y para caracterizar el subsuelo. En el caso que se presenta en
este capitulo se utiliza la segunda opcion: se caracteriza el subsuelo mediante una
tomografia.

Entonces cada sismometro registra el tiempo en el cual las ondas llegan a
superficie, mientras mas cerca se encuentre del punto de origen, menor sera el
tiempo de llegada de la onda sismica; sin embargo, también depende de la
velocidad del medio. Si la velocidad del medio es baja, aunque el origen del
evento sismico sea muy cercano al lugar donde se encuentra el sismografo, las
ondas tardaran bastante tiempo para ser detectadas por este instrumento.

En resumen, una red completa de sismografos consiste en estaciones
sismograficas, cada una registra el tiempo de llegada de las ondas y en conjunto
ofrecen informacién no solo del origen sino también de las propiedades del
subsuelo.

El método aqui presentado es sencillo, funciona a prueba y error. Se propone un
modelo, el cual consiste en una malla de velocidades y un origen espacial y
temporal del evento sismico. Se simula y se calcula el tiempo de llegada de la
onda en cada una de las estaciones sismograficas. Si coincide con los tiempos
observados estaremos con suerte y solucionamos el problema. Si no, se mide el
error y se propone un nuevo modelo. Pero el nuevo intento no se hace al azar
(seria poco eficiente), en su lugar, el error calculado indica la direccion del
proximo modelo. Después de varias iteraciones se obtiene un error minimo y el
modelo conseguido con la ultima iteracion es considerado la solucion. En la
figura 4.1 se observa el esquema de la inversion topografica propuesta en el
documento.
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Figura 4.1. Diagrama del método de inversion tomografica

Pero, ;donde interviene la metodologia de Diferencias Finitas en este proceso?
Se encarga de simular la propagacion de la onda sismica del modelo propuesto
mediante la solucién de la ecuacion de onda. Los tiempos de llegada simulados
obtenidos seran comparados con los tiempos de llegada observados y las
diferencias permitiran calcular el error y actualizar el modelo.

Asimismo, seria poco practico utilizar la informacion de un solo sismo. Se agrega
la mayor cantidad de eventos sismicos en un periodo en la zona. Por cada evento
se realiza la metodologia explicada anteriormente, de tal manera que el modelo
es refinado tanto como sea posible.

El problema consiste en resolver un modelo estructurado principalmente en dos
elementos:

e hipocentros - tiempos de origen de N sismos y
e distribucion de velocidad de un espacio conformado por L bloques,

a partir de tiempos de llegada de onda P y S adquiridos por M estaciones, los
cuales se llamaran tiempos observados.

En resumen, la metodologia consiste en:

1. Ingresar un modelo inicial propuesto m® y tiempos de llegada de eventos
sismicos observados T.

2. Con el algoritmo directo se calculan tiempos simulados o tedricos para
obtener posteriormente la sensibilidad del modelo (conocida como
matriz de sensibilidad) y los tiempos de llegada teoéricos T, .



3. Se comparan los tiempos teodricos y observados, mediante la medida que
indica el error entre ambos. Con esta medida se toma alguna de las
siguientes posibilidades:

a. Siel error es suficientemente pequeiio, el programa termina.
b. Sino, se calcula un nuevo modelo m! con el algoritmo inverso
y se repiten los pasos 2 y 3.

En las siguientes secciones se explica en detalle en qué consiste el algoritmo
tedrico e inverso. Para esto se comienza con los fundamentos teodricos de la
dinamica del subsuelo (seccion 2.2), lo cual permite deducir las ecuaciones de
movimiento y la solucion de la ecuacion de onda, con un agregado: fronteras no
reflectivas. Enseguida se observa en qué consiste el método de inversion
simultanea 4.3. En la seccion 4.4.6.2 se valida la metodologia y finalmente se
aplica mediante un caso de uso: la Cuenca de Uraba (seccion 4.4) y se muestran
los resultados (seccion 4.5).

4.2. Dinamica del subsuelo

Como se explicd anteriormente, es necesario calcular los tiempos de llegada
simulados. Este tiempo de llegada es calculado mediante la solucion de la
ecuacion de onda por medio de Diferencias Finitas. Enseguida se explicara la
base teorica en la cual se sustenta la dinamica del subsuelo. Fundamentalmente,
se aplica la segunda ley de Newton a un elemento de volumen, entonces se
analizan las fuerzas que actian sobre este y se aplica la igualdad F = ma.

Para empezar, se analizan las fuerzas que actian sobre un elemento de volumen
V, el cual se supone deformable. Sobre este acttian dos tipos de fuerzas: fuerzas
de cuerpo y fuerzas superficiales. La fiterza de cuerpo es proporcional al volumen
del objeto, el ejemplo mas conocido es la fuerza de gravedad g, la cual causa que
el elemento se desplace. Para eliminar la dependencia de la fuerza con el tamafo
del objeto, comiinmente la fuerza de cuerpo se define como la fuerza por unidad
de volumen.

El otro tipo de fuerza es la fierza superficial o esfuerzo, esta actiia sobre la
superficie del objeto. Del mismo modo, para evitar la dependencia con las
dimensiones superficiales del objeto se define como fuerza por unidad de area. El
ejemplo mas conocido es la fuerza causada por la presion, cuando un objeto esta
sumergido actua una fuerza neta proporcional a la superficie en contacto con el
fluido. La presion actlia en direccion normal a toda la superficie del objeto y causa
que se comprima. Sin embargo, otro tipo de fuerza tiene como resultado cambiar
la forma del objeto transversalmente, este esfuerzo no actua en direccion normal
a la superficie, sino en direccion tangencial a esta.
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En resumen existen dos tipos de fuerza que actuan en un elemento de volumen:
fuerza de cuerpo que causa traslacion y fuerza de superficie o esfuerzo que causa
deformacion. Este tltimo a su vez se divide en dos tipos: esfuerzo en direccion
normal y tangencial a la superficie; el esfuerzo normal causa que el elemento se
comprima o dilate, mientras el esfuerzo tangencial causa deformacion de cizalla.

La notacion es la siguiente: la fuerza de cuerpo se denota f;, donde el subindice
indica la direccion en la cual actia. Los esfuerzos se denotan gj;, similarmente,
el subindice i indica la direccion y j la superficie en la cual actia. Si i = j el
esfuerzo es normal y en cualquier otro caso son tangenciales.

Enseguida se observa la deduccion de la ecuacion de movimiento.
4.2.1. Ecuacion de movimiento

En este capitulo no se consideran fuerzas de volumen, en otras palabras, se tienen
en cuenta elementos de volumen que solo pueden deformarse.

Considere el elemento con volumen dV = dx,dx,dx; y densidad p sometido a
esfuerzos en todas sus caras (ver figura 4.2). Aplicando la serie de Taylor, la
fuerza que actua en la direccion x, en la cara dx,; dx; es:

[0y, (x + dx;) — 055(%)] dx,dxg = 66;_;2(90 dx,dx,dx;. 4.1)

Similarmente, se obtienen expresiones de las fuerzas que actiian en las caras
dx,dx; y dx,dx,. La suma de estas expresiones es la fuerza neta en la direccion
X,. Aplicando la segunda ley de Newton se obtiene:

[3012(3\7) + 0022(x) + 0032(x) ]dxldxzdx3 —
3

0xq szzu @ dx (4.2)
2
i dx,dx,dxs.

Donde u, es la deformacion en la direccion x,.

Eliminando el factor dx;dx,dx; y renombrando cada direccién como x, y, z, se
obtiene

00, (x) | 00,,(®)  00,,(x) _ 0%u,(r)
ox ay 9z P o

4.3)

De manera similar se obtienen las ecuaciones en direcciones x, z.



Figura 4.2. Elemento de volumen sometido a esfuerzos
Fuente: Red Sismologica Nacional de Colombia - RSNC (2009a).

Los elementos de volumen tienen comportamiento elastico, entonces de la misma
manera que la relacion de fuerza y elongacion para un resorte, conocida como ley
de Hooke (F = kx), existen relaciones para esfuerzo y desplazamiento en un
medio, llamadas ecuaciones constitutivas. La analogia es sencilla, la fuerza del
resorte se sustituye por los esfuerzos, la elongacion por las deformaciones y la
constante elastica por médulos de elasticidad. Teniendo en cuenta un material
isotropico, se tiene,

Gij = )\GSU + Zp.ei]-, (44)

donde A es la constante de Lamé, p es la rigidez o médulo de cizalla, §;; es la
funcion delta de Kronecker,

ou, OJu, OJu,
0= o +E+ Ep (4.5)

es la dilatacion y
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ou, l(aux N 6&) 1<6ux N auz)
0x 2\ dy ox 2\ 0z 0Ox
1/0u, OJu, ou 1/0u, Ou,
e = E(a_x”@) a_yy E(a_zy+ 6y> , (4.6)
1/0u, OJu,\ 1[/0u, OJu, ou,
E(ax—l—az) E(Oy—l—E) 0z

es el tensor de deformacion.
Reemplazando la ecuacion constitutiva 4.4 en la ecuacién de movimiento 4.3,
esta ultima depende explicitamente de u;. Ademas u; se puede expresar en
términos de un potencial escalar ¢ y un potencial vectorial I,

u(r,t) =Ve(r,t) +V X I'(r,t). 4.7

Por identidades vectoriales,

Vx (Vo(rt) =0, (4.8a)
V- (VxI(rt)=0. (4.8b)

Si ademas se satisface,
V-Ir(rt)=0, 4.9)

la ecuacion de movimiento (4.3) tiene las siguientes soluciones:

1 0%¢(r,t)

2 - _ "~ 7
Vie(r,t) TRA T (4.10a)

5 1 0%I'(r,t)
%4 F(T‘, t) = ?T, (410b)

conocidas como ecuacion de onda P (4.10a) y ecuacion de onda S (4.10b), con
velocidades

2
v, = At (4.11a)
p
M
k= (4.11b)



respectivamente. Como se puede observar, la velocidad de la onda P es mayor
que la velocidad de onda S. Ademas el desplazamiento del medio producido por
la onda P es en direccion longitudinal a la direccion de la onda, mientras que el
desplazamiento de la onda P es perpendicular (figura 4.3).

Si para un medio A = pu, aquel es conocido como sélido de Poisson, el cual es
una buena aproximacion para la Tierra. En tal caso

Y _
75_\/5 (4.12)

Figura 4.3. Desplazamiento del suelo respecto a la direccion de propagacion de
ondaSyP
Fuente: Red Sismologica Nacional de Colombia - RSNC (2009a).

Enseguida, se detalla la solucion de la ecuacion de onda por medio del método
Diferencias Finitas.

4.2.2. Solucién de ecuacion de onda por Diferencias Finitas

La ecuacion de onda se clasifica como una ecuacion diferencial hiperbolica
(Franco, Sanchez, Dionicio y Castillo, 2006). En tres dimensiones esta dada por
la ecuacion diferencial

2

a
a—;f(x,y,z, t) - V2V =0, (4.13)

en la cual V es la velocidad, la cual depende de coordenadas espaciales y ¢ es la
funcién de onda sujeta a condiciones de frontera y valor inicial:
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@(0E,t) =0, t>0, (4.14a)
a<p(E, 0) = f(E), (4.14b)
a—(f(E, 0) = g(E), (4.14¢)

donde E es el espacio dominio, 0F es la frontera de E, ademas f(E), g(E) son
funciones conocidas en todo el dominio.

En coordenadas cartesianas (x,y,z) se seleccionan enteros (i,j, k,n), de tal
manera que

(o ypzi) = (ibx, jAy, kAz), (4.15a)
t, = nAt. (4.15b)

Entonces el espacio y el tiempo estan discretizados. Utilizando series de Taylor
con aproximacion de cuarto orden se obtiene:

2%¢
W(xiﬂyjrzkr tn)

4.16
_ QO(Xi,y]',Zk, tn+1) - Zw(xi'yj!zk' tn) + (p(inYj!Zk' tn—l) ( a)
;2 At?
%
=z (0 Yjp 70 th)
(4.16b)

_ (p(xi+1rYj'ZkJ tn) - 2(p(xinj'Zk: tn) + (p(xi—lJyj'Zkl tn)
- At?

De manera andloga a (4.16b), se obtiene aproximacion de cuarto orden para las
coordenadas y y z.

Al reemplazar (4.16) en (4.13), despejar @(x;,¥j, 2k tpe1) y seguir la
nomenclatura propuesta por Cortés y Angelier (2005) se obtiene

ot =20 = Mol + Aazc(§0?+1,j,k - ¢?—1,j,k)
+ A2 (PF vk — Oj-1k) (4.17)
+A§((p?j,k+1 - (p?j,k—l) - §0ir,l}‘,_k1r

donde

Ay = VAt/As, (4.18a)
A2 =M+ A%+ A (4.18b)

cons = {x,y,z}.



La ecuacion (4.17) soluciona la ecuacion de onda si se conocen los valores en la
frontera y las condiciones iniciales. Los elementos de la funcion de onda en el
tiempo n + 1 dependen de sus cuatro vecinos mas proximos en un tiempo anterior
n 'y del mismo elemento un tiempo posterior n — 1.

4.2.3. Condiciones de frontera no reflectiva

Las condiciones de frontera mas usadas en la solucion de ecuaciones diferenciales
parciales son las conocidas como Dirichlet o Neumann. Estas condiciones de
frontera tienen la propiedad de reflejar toda la energia en la frontera. Sin embargo,
algunas veces es necesario que la energia no se refleje.

4.2.3.1. Ecuacion de onda desacoplada

Hernandez (2009) propone un método basado en la Red Sismoldgica Nacional de
Colombia - RSNC (2011), el cual consiste en definir un potencial y descomponer
la ecuacién de onda, de acuerdo con la formulacion de Cortés y Angelier (2005)
para los campos electromagnéticos.

La ecuacion de onda 4.13 se puede separar en ecuaciones acopladas suponiendo
la velocidad V constante. Se define el potencial H = (Hy, H,, , H,), de manera

que

oH, Va(cpx to, +0,)

_ (4.19)
ot 0x
ot dy '
%zya((px Ty +e) (4.21)
ot 0z
Ademas,
2@, JH
_ X 4.22
a Vox “.22)
oy _ 0ty (4.23)
at dy
do, JH
= z 4.24
Fra” @.24)

donde ¢ = @, + @, + @,.
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Siguiendo el esquema de Cortés y Angelier (2005), se define la siguiente
nomenclatura para los indices:

e = (L,j+1/2,k +1/2), (4.25)
Thy = ((+1/2,j,k+1/2), (4.26)
Thz = (i+5.)+1/2.40), 427)

1
= (45, +1/2k+1/2) (4.28)

y se definen los operadores de diferencia centrada como:

8 UG k) = UG +1/2,j,k) = U@ — 1/2,), k), (4.29)
SyUGLJ k) = Ui, j +1/2,k) = Ui, j — 1/2,k), (4.30)
8,U(0,j, k) =U(i,j,k+1/2) = UG, j, k — 1/2). 431)

De acuerdo con (4.25) y (4.29), la discretizacion de las ecuaciones (4.19) por
series de Taylor con error de truncamiento de segundo orden es:

n+a n-+
Hx z(er) = Hx 2 (Thx) + Ax Oy [(p;cl(er) + (p;}(er) (4.32)
1 + f;(er)ﬁ
n+s n-5
Hy z(rHy) = Hy 2 (rHy) + AySy [oF (rux) + (P; (Teix) (4.33)
1 + (fg(rHX)!
n+s n-3
H, Z(rHZ) =H, 2 (Thz) + A20,[0% (rux) + (p;l(er) (4.34)
+ 07 (Thx),

y la discretizacion para las ecuaciones (4.22) es:

.

017 ) = 04) + 15 |2 @39)
.

o (%) = 0}, () + A8y [H;+2(r<p) » (436)
e

02 ) = 020) + 1,8, 1"5G) | @37

' (4.38)

Las ecuaciones (4.32) y (4.35) muestran la regla de evolucion, ademas de la
relacion del potencial y la funcién de onda con sus vecinos. El espacio se divide



y la funcién de onda desacoplada queda ubicada en los puntos semienteros, y
alrededor el potencial correspondiente quien lo “alimenta”, segun sea el caso.
Mientras que cada componente del potencial es “alimentado” por toda la funcion
de onda en la direccion correspondiente (figura 4.4).

Figura 4.4. Esquema de discretizacion del espacio para la solucion de la
ecuacion de onda desacoplada. Los circulos representan el potencial H,, (rojo),
H,, (azul) y H, (verde), y la cruz la funcion de onda. Izquierda: relacion de H,

con sus vecinos (suma de las componentes de la funcién de onda). Derecha:
relacion de @y, ¢, y @, con su correspondiente vecino (el potencial segun el
caso)

4.2.3.2. Factores de atenuacion

Supongase un espacio conformado por un cuboide y encerrado por un cascarén
de ancho determinado, definidos como region Interior y PML, respectivamente,
la region de contacto se llamara Interfaz (figura 4.5). De tal manera que una onda
se propagard libremente en el Interior y serd absorbida en la region PML.
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Figura 4.5. Espacio de propagacion de la onda. Izquierda: el cuboide es cortado
en el eje z y forma un plano. Derecha: la region PML es representada por el
color oscuro. Borde superior derecho del cuboide

Para que la atenuacion de la onda ocurra, la Red Sismoldgica Nacional de
Colombia - RSNC (2011) propone factores de atenuacion Qg; y Qg en las
ecuaciones (4.32) y (4.35), entonces el potencial se redefine como sigue:

1 ol
Hy () = @ (DH,, 2(re)
+ QXZ (l)6x[(p;l(er) + (p;l(er) (439)
+ (P;l(er)],
n+a n-i
H, %(ruy) = Qui(DH,, 2(riy)
+ Qy2 (])63/ [(Pgrcl (rHy) + (p;} (rHy) (4.40)
+ 92 (ruy)],



! al
H, *(ruz) = Qu(K)H, 2(ryz)

+ Qz2(k)d, [(p}cl(er) + <P31/l (er) (4.41)
+ (p;l (rHX)])
y para la funcién de onda desacoplada:
n+1(r<p) Qxl (l + )QOQ(%) + Qxl (i +
n+ (4.42)
20 [He 7).
n+1(r<p) =0y (] ) (rqo) + Qy1 (
1 [ (4.43)
E) 53’ Hy (rqo) >
@;H(np) = Qzl (k + l) <P?(T<p) + Qzl (k +
[ (4.44)
1) |17 )
Los factores de atenuacion se definen de la siguiente manera:
Qs1(B) = e™astPA, (4.452)
11— e~ as(B)AtV 4.45)
Qs2(B) = “.(hs (“.

donde s = {x,y,z} y B = {i,j, k}, respectivamente, ademas

q;(B) = ( (ﬂ)> (4.46)

donde P es la longitud de la region PML y r(f) es la profundidad desde la
Interfaz hacia el borde exterior (figuras 4.5 y 4.6 ).

4.2.4. Solucion completa

En la Interfaz hay un cambio suave entre las dos regiones y la onda es absorbida
lentamente dependiendo de la longitud P. Puesto que al calcular el limite en (4.46)
cuando r = 0 se tiene q = 0. Entonces se obtiene de (4.45) que Qg; = 1y Qs, =
As , de esta manera se reproducen las mismas ecuaciones (4.32) y (4.35).
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Entonces, en el Interior se usa la solucion por Diferencias Finitas estandar
(ecuacion 4.17), al redefinir los indices siguiendo el esquema de Cortés y
Angelier (2005),

‘Pnﬂ(np) =2(1- A2)<p"(r¢) + Aiz?x(p"(r(p) + A§,6y(p”(rq,)

4.47
+ Aéaz‘Pn(Tw) - ﬁon_l(rtp)' @40

en la region PML se emplea la solucion de la ecuacion de onda desacoplada
[ecuaciones (4.39) y (4.42)] y en la Interfaz la siguiente ecuacion:

1 11
fﬁ”(@j+?k+§)

n—% 1 1
= QU )H, (Idrj +E’k +E)

11 T
+ Qx2(Ug) [<Px (Id + +§:k +§>

AR (4.48)
+(p§,l(1d+z,]+z,k+z>
+’%1+1'+1k+$

o5 (la+ 5.0 +5.k+3

n@ 1'+1k+1>]

P \lam 3T RTS

donde I es el valor que toma el indice i en la interfaz derecha (figura 4.5). De
manera similar se obtiene la ecuacion del potencial Hy en la interfaz izquierda y
para los demés potenciales Hy y H,.

En otras palabras, en la region PML existe el potencial y la funcién de onda
desacoplada, en la Interfaz existe el potencial y en el Interior Unicamente la
funcion de onda (figura 4.6)

En las fronteras mas externas se pueden utilizar las condiciones de Dirichlet
(ecuacion 4.14a) o Neumann.

Aqui finalizan los fundamentos del algoritmo directo. Enseguida se estudia el
algoritmo inverso.



Figura 4.6. Corte en el eje z del cuboide para la soluciéon completa de la
propagacion de onda con fronteras no reflectivas. Los circulos representan H,
(rojo) y Hy, (azul), mientras las cruces representan @, ¢, y ¢ (cruz en negrilla).
Ademas las flechas simbolizan cual vecino alimenta cada término y r(f) es la
profundidad de la region PML desde la Interfaz hasta el borde. Izquierda:
discretizacion para ¢, y H, . Derecha: discretizacion para ¢, y H,,
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4.3. Inversion simultanea

Desde los ailos sesenta se ha hecho un esfuerzo por localizar sismos. Gonzalez
(2008) utiliz6 la red sismolédgica global (WWSSN) para localizar sismos en el
mundo, mientras Graterol (2006) selecciond areas locales con sus respectivas
redes sismoldgicas para hacer lo mismo a una escala mas pequefia. Sin embargo,
observaron que eran necesarias tan solo cuatro estaciones para realizar la
inversion del hipocentro y tiempo de origen de cada evento sismico. El exceso de
datos podria en efecto ofrecer informacion acerca del subsuelo de la Tierra.

Para invertir simultdineamente la estructura de velocidad, los hipocentros y el
tiempo de origen, Berenger (1994) investigd el problema en una dimension e
independientemente Berenger (1996) publicd el método de inversion en tres
dimensiones. De esta manera, se generaliz6 el método de inversion de hipocentros
y tiempo de origen agregando la inversion de velocidades. Enseguida se observa
en qué consiste el método.

4.3.1. Metodologia de inversién simultinea

Se suponen N sismos (j =1,...,N) cuyos hipocentros estan dados por x; =
longitud, y; = latitudy z; = profundidad, ademés el tiempo de origen t;.

El espacio se divide en L bloques indexados por 1 = 1,..., L, cada bloque tiene
velocidad V,. Entonces el modelo incégnita m® por resolver es:

m® = (x0,y9,20,¢0,...,x9,y9,2%,t3,V0,..., VD), (4.49)
El ntimero de elementos de m® es 4n + L.

Para encontrar m°® se tienen M estaciones (k =1,...,M), con la posicion
X Vio Zx ¥ el tiempo de llegada observado en la k — ésima posicion por el j —
ésimo sismo.

Existe una relacién funcional T(m®) que permite reproducir los tiempos
observados de acuerdo con el modelo m°. Suponiendo que esta relacion es lineal,
se define la matriz de sensibilidad. Esta matriz contiene elementos que
representan la variacion del tiempo con cada uno de los elementos del modelo
(dTjx/ 9m), la cual tiene la siguiente forma:



A 0 0 0
0 A - O 0
G = : Oc (4.50)
1o o A 0 '
0 0 .. 0 .. A

Las columnas de G representan los elementos del modelo, y sus filas los tiempos
de llegada. Esta compuesta por las submatrices A;y C. Por su parte, A representa
la variacion de los tiempos de llegada en cada estacion con respecto a variaciones
de la posicion de la fuente y el tiempo de origen del sismo j — ésimo. Como el
cambio de la posicion o el tiempo de origen de cierto sismo no afectan los tiempos
de llegada de otro, entonces G es semidiagonal en la parte que es compuesta por
Aj (ecuacion 4.50). La dimension de Aj es M X 4 y estd dada por:

oT,lox, oT,loy, 0oT,loz 1
Aj=| 0T, l0x, 0oT,loy, O0OT,loz, 1} (4.51)

0Tyl oxy 0Tyloyy 0Tyloz, 1

C representa la variacion de los tiempos de llegada con respecto a la variacion de
cada bloque de velocidad. A diferencia de A; es posible que el cambio de la
velocidad de un bloque afecte los tiempos de llegada de todos los sismos. La
dimensién de € es NM X Ly esta dada por:

Cy = 5jk137}k/6Vz (4.52)
coni(k)=k+({G—-1)My
ik
_ {1, si el bloque [ es penetrado por el rayo del sismo j que llega a la estacion k

0, si no es penetrado

Con una aproximacién de primer orden o lineal, la matriz de sensibilidad
relaciona los tiempos observados y el modelo
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AT(m) = GAm. (4.53)
Para hallar m de (4.53) es necesario invertir G, pero esta matriz no es
necesariamente cuadrada. Para despejar m se utiliza el método de los minimos
cuadrados (Red Sismologica Nacional de Colombia - RSNC, 2009a) y la
ecuacion (4.53) se transforma en:

GTAT = GTGAm, 4.54)
cuya solucion es

Am = (GTG) GTAT, (4.55)

en la cual AT es la variacion entre el tiempo observado y el tedrico,

AT = Tobs - Tteo (456)

el error entre ambos tiempos se calcula de la siguiente manera:

(4.57)
cuyo valor normalizado se define como:
Error
= 4.58
Error, N ( )
Am es la variacion del modelo, entonces
Ami*t = (GTG) IGTAT + m! (4.59)

El método iterativo consiste en proponer un modelo inicial m®, con el cual se
halla el tiempo teorico y enseguida la diferencia con el tiempo observado, es decir
AT® (ecuacién 4.56). Ahora se halla un nuevo modelo m* por medio de la
ecuacion (4.59) y se repite el proceso hasta que el error sea minimo (ecuacion
4.58).

Para encontrar G se aproximan las derivadas mediante series de Taylor hasta el
primer orden, entonces



0Ty (m) Ty (m + Am/2) — Ty (m — Am/2)

4.60
om Am ( )

El problema se reduce a encontrar los tiempos tedricos y reemplazarlos en las
ecuaciones (4.56 y 4.60), los cuales pueden ser hallados por trazado de rayos o
resolviendo la ecuacion de onda por Diferencias Finitas. En el presente trabajo se
utilizaran Diferencias Finitas.

4.3.2. Matriz inversa generalizada

La matriz GTG puede tener determinante nulo, en tal caso la matriz no tiene
inversa, el sistema de ecuaciones (4.55) no tiene solucion tnica y existe al menos
un valor propio nulo. Como lo prueba Yee (1966) existe un método para obtener
el subespacio solucion de mayor dimension posible, conocido como
descomposicion de Lanczos. El método consiste en descomponer G mediante
matrices construidas con valores propios diferentes de cero. La inversa
generalizada encontrada por este método ajusta mejor los datos con el modelo
encontrado. Sin embargo, para aplicaciones reales, el método es costoso
computacionalmente por las matrices grandes; ademas, por la incertidumbre de
los datos existe dificultad para ordenar formalmente los valores propios diferentes
de cero porque hay algunos que son muy pequefios y se podrian considerar como
nulos.

Para evitar el determinante cero de la matriz GTG, se afiade una matriz de peso al
modelo y el sistema (4.55) se modifica de la siguiente manera:

Am = (GTG + 2W,,)"*GTAT (4.61)

donde ¢ se conoce como factor de amortiguacion, si € aumenta, la curva de error
en funcidn de las iteraciones presenta menor numero de oscilaciones. Este factor
se encuentra de manera empirica, de tal manera que se obtenga un buen ajuste de
los datos tedricos y observados y que las variaciones del modelo en cada iteracion
sean pequefias. La matriz W, en el mas simple de los casos es la matriz identidad.

Si se quiere que el modelo de velocidad cambie suavemente en el espacio, se
define la matriz de suavizado D (Red Sismolégica Nacional de Colombia -
RSNC, 2009a). Para una geometria 3D, compuesta por un rectangulo con nimero
de bloques L = Ly X Ly, X L,, el nimero de columnas para D es L y presenta la
siguiente forma:

p=|D, (4.62)
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donde las submatrices Dy, Dy, y D, representan la primera derivada en direcciones
X,y y z, con nimero de filas (Ly — 1)LyL,, LX(Ly - 1)LZ y Ly Ly (L, — 1),
respectivamente.

Como el suavizado solo se aplica a la distribucion de velocidad, se desea que el
modelo de hipocentros y tiempos de origen no sean afectados, entonces

_(I 0
Wn=(o prp) (4.63)
en la que / es la matriz identidad con dimension 4N X 4N.

Dy, Dy y D, estan compuestas por submatrices By, B, y B, definidas asi:

B, 0
0 B, ... 0
Do=| . T : (4.642)
0 0 0 B,
(Lx=D)LyLyxL
B, 0 0
0 B .. 0
Dy=1 . S : ’ (4.64b)
0 00 Y Ly(Ly=1)LxL
D, = (Bz)LxLy(Lz—l)XLr (4.64¢)
donde,
-1 1 0 0 O
o -11 .. 0 O
B, = : o . ) (4.65a)
0O 0 O -1 1

(Ly=1)XLy



y
-1 0 1.0 ..00

o -1 .. 01 .00 e
0 0 .. =10 ... 0 1

Ly(Ly—1)XLyLy

En general, la forma de By, B, y B, es la misma, la diferencia es la separacion de
columnas entre =1y 1. Para el caso de B, no hay separacion, para By, la separacion
es Ly, mientras que para B, la separacion es LyLy.

4.4. Caso de uso: Cuenca de Uraba

El método de inversion simultdnea por medio de la solucion de la ecuacion de
onda es aplicado en la Cuenca de Uraba. Enseguida se muestra el desarrollo del
modelo en esta region.

4.4.1. Informacion

Para este estudio se utilizaron dos redes sismologicas: Red Sismologica de Uraba
(RSU) compuesta por 18 estaciones y un subconjunto de 4 estaciones de la Red
Sismologica Nacional de Colombia (RSNC). Ademas, los eventos sismicos
fueron determinados por la RSU y complementados por la RSNC.

Las estaciones de la RSU miden el tiempo de llegada de los sismos de manera
relativa, es decir, no se encuentran sincronizadas con el reloj mundial, por tal
motivo se calcula la diferencia entre tiempo de llegada de onda Sy P.

Sin embargo, las estaciones CAP, DBB, HEL, SOL (pertenecientes a la RSNC)
(tabla 4.1) estan sincronizadas con el reloj mundial y sirven para calibrar las
estaciones RSU, entonces se miden el tiempo de llegada de onda P para estas
cuatro estaciones.

Por tanto, los tiempos observados corresponden a:
e diferencia de tiempo de llegada Tsp = Ts — Tp para las

estaciones RSU y RSNC,
e tiempo de llegada Tp para las estaciones RSNC.
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De esta manera se obtuvieron los tiempos observados de 54 sismos. El objetivo
ahora es encontrar el mejor modelo que los represente. Para esto se inicia con un
modelo de velocidades sencillo y sucesivamente se hace mas complejo.

4.4.2. Modelos

Enseguida se observan los modelos desde el mas simple al mas complejo, en los
cuales cada resultado parcial sera el modelo inicial para el siguiente modelo:

e Modelo con velocidad homogénea: para empezar, se supone que el
subsuelo se compone por una velocidad homogénea y todos los
hipocentros (origen espacial y temporal) ubicado en el mismo punto.
Este modelo ubicara los hipocentros en sus posiciones mas proximas y
limitara las dimensiones espaciales de la region considerada

e Modelo de velocidad con variacion en profundidad: el segundo
modelo se propone dependiente unicamente de la profundidad, esto
porque generalmente la velocidad es mas sensible respecto a esta
dimension, es decir, la inversion tiene libertad para buscar la solucion
variando la profundidad, pero no la lateralidad.

e Modelo de velocidad con variacion 3D: finalmente se permite la
variacion de la velocidad con libertad en tres dimensiones, tanto en
profundidad como en lateralidad.

Aumentando progresivamente los grados de libertad del modelo, se pretende
determinar el mejor modelo que ajuste los tiempos de arribo observados. Con
cada paso se consigue un resultado parcial, hasta obtener un modelo de
distribucion de velocidad 3D. Los modelos son:

e Modelo con velocidad homogénea.
e Modelo de velocidad con variacion en profundidad.
e  Modelo de velocidad con variacion 3D.

.. Latitud | Longitud | Altura

Nombre Cadigo ©) ©) (m)
Acandi ACA -77.278 8.529 8
Currulao. La Arena ARE -76.610 8.013 83
Capurgand* CAP -77.359 8.646 229
Alto Carepa CAR -76.484 7.771 685
Changas. Antena CHA | -76.578 | 8.552 191
Comcel




. Latitud | Longitud | Altura

Nombre Cadigo ©) ©) (m)
Cocos CcocC -76.379 7411 104
Cerros del Cuchillo CucC -76.877 7.483 71
Dabeiba* DBB -76.210 7.017 756
Tumar, Cerros El EL4 | -76.960 | 7.635 125
Cuarenta
El Gilgal GIL -77.090 8.203 21
Sierra Alta La Guajira GUA -76.090 8.116 104
Santa Helena* HEL -75.554 6.191 2815
Juradé Alto JUR -76.554 7.538 129
Santa Catalina. Loma |y ) | 76355 | 8437 149
Linda
Alto Mulatos MUL -76.561 8.143 531
Nueva Antioquia NAN -76.510 8.044 205
Punta Piedras PPI -76.445 8.118 87
Apartadd Primavera PRI -76.601 7.889 122
Bahia Solano* SOL -77.409 6.227 38
San Pedro. Vereda SPD | -76347 | 8262 | 292
Pueblito
Trigana. Camino TRI | -77.129 | 8375 39
Comunitario
Unguia. Antena UNG | -77.113 | 8026 57
Comcel

Tabla 4.1. Estaciones sismologicas utilizadas para el estudio.

Las estaciones marcadas con * pertenecen a la RSNC

El modelo propuesto, como cualquier otro, tiene limitaciones. Las principales

son:

1. No se modela toda la superficie terrestre porque principalmente el costo

computacional seria muy alto, por tanto se establecen limites espaciales.

2. No se considera una grilla de velocidades continua, por dos razones: el

costo computacional seria muy alto y la informacion disponible

observada permite caracterizar un limite de incdgnitas. Entonces se

modela un cuboide discreto conformado por L cubos del mismo tamafio.

3. El modelo pierde resolucion con la profundidad, esto porque las

estaciones se encuentran instaladas en superficie.

En las proximas secciones se detallan cada una de estas limitaciones:
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4.4.3. Limites espaciales

Los limites del espacio del modelo por encontrar consisten en un cuboide con
altura h,, ancho h, con orientacién Oeste-Este y largo h, con orientacion Sur-
Norte (figura 4.7), el cual representa una parte del suelo y subsuelo de la Cuenca
de Uraba. En este espacio los hipocentros de los sismos, las estaciones y los
bloques de velocidad deben ubicarse. Asi, h, y h,, estdn dados por la ubicacion
de las estaciones y epicentros de los sismos (proyeccion superficial de los
hipocentros), mientras que h, esta limitada por la distribucion de sismos.

Figura 4.7. Limites espaciales del modelo. Consiste en un cuboide el cual se
divide en L bloques y contiene N sismos y M estaciones

4.4.4. Cantidad maxima de elementos del modelo

También existe limite para el nimero de elementos del modelo de acuerdo con la
informacion disponible. Con los eventos sismicos (N = 54), se determinaron 403
tiempos observados (nimero de ecuaciones), incluyendo tiempos de llegada de
onda P(Tp) y diferencia de tiempo de llegada de onda S y P(Tsp). Para que la
convergencia de la inversion generalizada tenga mejor ajuste correspondiente a
la informacion observada, el nimero de ecuaciones no puede sobrepasar el
numero de incognitas (de lo contrario, se pueden obtener soluciones no
esperadas). Las incdgnitas son los elementos del modelo, de los cuales por cada



evento sismico hay cuatro (ubicacion X, y, z del hipocentro y tiempo de origen),
es decir

4x N =216
Lo cual reduce la cantidad de bloques por considerar
403 —4 x N =187
Entonces el nimero méaximo de bloques es 187.

Si hy, hy y h, se dividenen Ly, L, y L, intervalos, se forma una grilla con L =
L, L, L, bloques en total, de tal manera que

L=1L,L,L, <187
4.4.5. Incertidumbre de la velocidad con la profundidad

Ademas, una tltima limitacion es la incertidumbre de la velocidad con la
profundidad. Se define como rayo la trayectoria entre el hipocentro y la estacion
de acuerdo con el principio de Fermat (el trayecto seguido por un frente de onda
al propagarse de un punto a otro es tal que el tiempo empleado en recorrerlo es
un minimo). A mayor profundidad, menor densidad de rayos, entonces los cubos
mas profundos tienen menor posibilidad de ser atravesados por un rayo y por
tanto mayor sera su incertidumbre en velocidad.

4.4.6. Validacion del algoritmo

Se debe tener en cuenta que un modelo es una representacion de la realidad vy,
mas aun, la aplicacion numérica del método Diferencias Finitas a la ecuacion de
onda es una aproximacion a su solucién. Ademas, el método de inversion
generalizada asume que los tiempos de llegada dependen del modelo como una
funcién linealmente discretizada. Entonces, como vemos, tenemos tres
aproximaciones para resolver el problema tomografico.

Por tal motivo es necesario realizar algunas validaciones que nos permitan confiar
en los resultados que la metodologia ofrece. En la figura 4.1 se observan dos
algoritmos importantes: el directo y el inverso, de tal manera que se realiza la
validacion de ambos en esta seccion. Por otra parte, se validara el modelo
completo posteriormente, dado que se requiere introducir el caso de estudio
especifico para tener en cuenta los limites de este.
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4.4.6.1. Validacion del algoritmo directo

El algoritmo directo consiste en calcular el tiempo de llegada de una onda
sismica (Ty;,-), la cual se propaga desde la fuente 7 hasta la estacion k. Este valor
se agrega al tiempo de origen del sismo (T) y se obtiene el tiempo tedrico de
onda P,

Tﬁeo = Tdir + Tf (4.66 )

El tiempo teorico de onda S se calcula suponiendo que las velocidades de onda
S'y P son proporcionales en todo el medio y se comporta como  un sélido de
Poison (ecuacion 4.12), con constante de proporcionalidad & = V3. Entonces se
tiene T¢®° = aTy;, + Ty y la diferencia de tiempos de llegada de ondas Sy P es

T& = (@ = DTy (4.67)

Como la posicion de las estaciones son fijas, Ty;,. depende de la distribucion de
velocidad y el hipocentro del sismo. Por tanto TE®® es la unica variable que
depende del tiempo de origen.

Para hallar Ty;, se propaga la onda en un medio 3D (ecuacién 4.47) por el método
de Diferencias Finitas y usando fronteras no reflectivas. Ademas, es necesario
construir una regiéon donde se pueda realizar la prueba. Esta consiste en un
ortoedro con dimensiones 100 km X 40 km X 40 km y velocidad Vp = 5 km/s.
Asimismo se requieren estaciones simuladas en superficie, por lo cual se
agregaron 7 de estas nombradas con las letras A hasta la G, respectivamente, y
separadas 10 km en direccion x comenzando desde x = 20 km. Por ultimo se
requiere una fuente sismica, la cual se ubicod bajo la superficie en la posicion
(10,20, 20) km. En la figura 4.9 se observa la vista de planta de la simulacion.

Por otro lado, el evento sismico consiste en un pulso cuya forma esta dada por la
funcion Ricker. Esta funcion es implementada como fuente de propagacion de
onda en diversos estudios por sus caracteristicas: la funcion derivada no cambia
bruscamente y presenta una rapida convergencia hacia cero. La funcion Ricker
no es unica, son una familia de funciones. Para seleccionar la apropiada se
recomienda realizar pruebas y seleccionar aquella cuyo costo computacional sea
el mas bajo posible sin perjudicar la estabilidad del algoritmo. En el presente
documento se escogi6 la funcion de la figura 4.8. Enseguida se muestra la
funcion:

(1o, 1) = (—6 + 2412 — 8tY)e~t* (4.68)



Figura 4.8. Forma de funcion Ricker usada para simular la fuente sismica

Enseguida se muestra la propagacion de la onda usando fronteras no reflectivas.
Mientras las condiciones de frontera de Dirichlet o Neumann reflejan gran parte
de la energia, lo cual puede influir en la adquisicion del tiempo de llegada tedrico.
El método de fronteras no reflectivas PML permite que la onda sea absorbida en
los limites de la region y de esta manera se consigue simular la propagacion
infinita de esta (figura 4.9).

Cada estacion registra la amplitud en funciéon del tiempo simulando el
funcionamiento de un sismografo y de esta manera se obtiene un sismograma
sintético. Usando fronteras no reflectivas el sismograma es mucho mas limpio,
elimina informacién irrelevante y disminuye el riesgo de fallar en la
determinacion del tiempo de llegada (figura 4.10).
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Figura 4.9. Comparacion de propagacion de onda sin y con PML. Corte del
plano en z = 0 km. Izquierda: propagacion de onda sin PML. Derecha:
propagacion de onda con PML



Figura 4.10. Comparacion de sismograma sintético con y sin PML, figura
inferior y superior, respectivamente. Izquierda: sismograma sintético sin PML.
Derecha: sismograma sintético con PML

Ahora bien, ya se observo que la propagacion de la onda es plausible. Sin
embargo, queda la duda: jlos tiempos de llegada simulados y registrados por
cada estacion son los correctos? Si es asi, deben reproducir correctamente la
velocidad de onda ¥ del medio. Por tanto, se procede a formular el tiempo de
llegada de la onda:

—10)2 + 22
r, - Yx 107+ 2 (4.69)
vV
donde x es la coordenada horizontal de las estaciones y z es la profundidad de
la fuente sismica.

Ordenando la ecuacion (4.69) se obtiene

(x —10)? = V2TZ — 22 (4.70)
Al tomar como variable dependiente (x — 10)? e independiente T (valores
obtenidos a partir del sismograma sintético 4.10). Como se puede observar, la

ecuacion 4.70 representa una linea recta con pendiente V? e intercepto —z2,
cuyo resultado se muestra en la figura 4.11.
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Los resultados se muestran en la tabla 4.2. Se obtuvo un error de 1 % para el
célculo de profundidad y 0.6 % para la velocidad. Lo cual quiere decir que el
algoritmo directo presenta un buen comportamiento.

Figura 4.11. Tiempo de llegada picado para el sismograma de la figura (4.10) y
linealizacion de datos usando la ecuacion (4.70)

Velocidad (km/s) | Profundidad (km)
Esperada 5 20
Calculada 5.03 20.22
Error 0.6 % 1%

Tabla 4.2. Diferencia entre datos observados y esperados de velocidad y
profundidad utilizando el algoritmo directo para un medio con velocidad
homogénea

4.4.6.2. Validacion del algoritmo inverso

Para la validacion del algoritmo inverso, de forma histdrica se propone un reto
probablemente imposible de encontrar en la naturaleza geoldgica estructural, pero
si se demuestra que el método de inversion propuesto logra superarlo, este se
convierte en un excelente candidato para resolver cualquier otra estructura. La
estructura para invertir consiste en una region distribuida con velocidades
intercaladas, como un “ajedrez”. En este caso se construye un cuboide con



dimensiones 48 km X 48 km X 48 km, la cual contiene una grilla de 64 bloques,
cada uno caracterizado por velocidad 5.5 km/s o 6.5 km/s. Ademas, en cada
bloque se sitiia una fuente sismica en el centro. Finalmente, se simulan 16
estaciones sismograficas en el centro de la cara superior de los bloques
superficiales, en la figura 4.12 se observa el modelo sintético completo que debe
ser invertido.

Figura 4.12. Modelo sintético que contiene 64 bloques con velocidad
intercalada, 16 estaciones en la superficie y 64 sismos en el centro de cada
bloque

Utilizando el algoritmo directo se simulan los eventos sismicos y se determinan
los tiempos de llegada para cada uno, estos tiempos son denotados como T, ;.

El algoritmo inverso requiere ser iniciado con un modelo como punto de partida,
entonces se propone un modelo con velocidad uniforme cuya velocidad es
5 km/s e hipocentros situados en el centro de la region, es decir (24, 24, 24) km
(figura 4.13). Dado que se encuentra muy alejado de la solucion, el error inicial
es grande, alrededor de 0.024, calculado a partir de la ecuacion 4.57 pero después
de 69 iteraciones el error converge (figura 4.14) obteniendo finalmente el
resultado de inversion, el modelo inverso.

Al comparar ambos modelos: el sintético (figura 4.12) y el inverso (figura 4.17),
descriptivamente se observa que la diferencia entre ambos es pequeila en la
superficie, pero grande en la parte mas profunda y mas atin en las esquinas (figura
4.16), lo cual es de esperar dado que la informacion observada en superficie es
poco sensible al cambio de los bloques mas profundos.
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Figura 4.13. Modelo inicial para validar programa de inversion. Los 64 sismos
se ubican en el centro de la region y la velocidad es uniforme con un valor de
Skm/s

Dado el error de localizacion de los sismos, se observa que esté pequeiio en
superficie, pero aumenta a mayor profundidad (figura 4.15), similarmente a los
resultados obtenidos con la distribucion de velocidad.

Estos resultados son explicados de la siguiente manera: un bloque profundo tiene
menor oportunidad de ser muestreado por la onda de algun sismo, entonces tiene
menor contribucion en la solucion de la inversion. Por tanto, un sismo profundo
esta sujeto a tener error de localizacion mas grande por error de la determinacion
de la velocidad de un bloque profundo.

Esta validacion nos permite observar la primera limitacion de la tomografia
sismica a partir de estaciones sismologicas superficiales, la pérdida de resolucidn
con la profundidad. Sin embargo, este hecho es de esperar y se debe prestar
atencion cuando se interprete la solucion aplicada en un estudio de caso.



Figura 4.14. Error normalizado del modelo en funcion de las iteraciones
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Figura 4.15. Modelo final para validar el programa de inversion. Localizacion
de sismos y distribucion de velocidad en diferentes perspectivas. Error
normalizado del modelo en funcién de las iteraciones. Arriba: proyeccion hacia
la superficie (z = 0 km). Abajo: proyeccion lateral (y = 0 km)

4.5. Resultados de los modelos

Una vez se tienen presentes las limitaciones de los modelos, se procede a evaluar
sus resultados. Para empezar, se cambia el sistema de coordenadas y enseguida
se muestran los resultados de cada modelo.

El presente estudio es local, por tanto es adecuado trabajar con coordenadas
planas. Por la ubicacion de la zona, el origen de coordenadas utilizado es West
(Xwest » Ywest)- Ademas, por comodidad se hace la siguiente transformacion de
coordenadas:

_ Xwest
x = y1_000 1000 (4.71a)
West
= - 4. ]
x =00 — 3000 (4.71b)

En la cual x e y tienen unidades SI.
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Figura 4.16. Modelo final para validar el programa de inversion. Distribucion de
velocidad para diferentes profundidades

4.5.1. Modelo con velocidad homogénea

Con el fin de que ninguna estacion quede fuera de la region y teniendo en
cuenta el historial sismico de la region, se construyé un espacio con los
siguientes intervalos:

x =[—100,175]km
y = [-125,165]km
z = [-3,100]km
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Figura 4.17. Modelo final para validar el programa de inversion. Visualizacion
3D de distribucion de velocidad

El modelo inicial se considera de la manera mas sencilla posible, con velocidad
homogénea Vp, = 5 km/s y los 54 sismos ubicados en el centro del espacio, de
manera analoga como se hizo el modelo inicial para validar el programa de
inversion (figura 4.13). Ademas, se toma como tiempo de origen aquel menor
tiempo de llegada de onda P de acuerdo con el registro de las estaciones RSNC.

Se aplico el programa de inversion con € = 0,01, después de 20 iteraciones el
error no cambid significativamente (figura 4.18) y los hipocentros fueron
ubicados. Hay mayor densidad de sismos en la region suroeste, con mayor
tendencia hacia la superficie (figuras 4.19 y 4.20).

A partir del histograma de profundidad (figura 4.20) el eje z se divide en 5 partes,
cada una con 19 km de espesor. La parte mas profunda entre 76 kmy 95 km
tiene muy baja densidad de sismos, entonces sera descartada en el estudio.

Finalmente, la velocidad obtenida es 5.92 km/s, la cual puede considerarse
como el promedio en la region.



Figura 4.18. Error normalizado del modelo en funcién de las iteraciones para el
modelo de
velocidad homogénea
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Figura 4.19. Localizacion de sismos aplicando el modelo de velocidad
homogénea con proyeccion superficial y sobre el perfil este-oeste. Arriba:
superficial (z = 0 km). Abajo: perfil este-oeste sobre y = —125 km
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Figura 4.20. Histograma de profundidad de los sismos a partir de la figura 4.19

4.5.2. Modelo de velocidad con variacion en profundidad

De acuerdo con resultados del modelo de velocidad homogénea:

e Se mantuvieron los limites laterales de la region pero se redujo el eje z
por baja densidad de sismos en la zona profunda (figura 4.20), de tal
manera que ahora el intervalo en z es [—3,80] km.



e  Se aplica el programa de inversion con libertad de variacion de
velocidad en profundidad con 4 bloques, tomando en cuenta la
localizacion de los hipocentros, tiempo de origen y velocidad V, =
5,92 km/s en toda la region, como modelo inicial.

La curva de error (figura 4.21) muestra fuertes oscilaciones, entonces el modelo
de velocidad con variacion en profundidad es inestable, posiblemente porque el
valor del factor de amortiguacion es muy pequefio (se utilizé € = 0,01),0la
existencia de fuertes variaciones laterales.

Después de 111 iteraciones el error normalizado del modelo es 3,93 X 107 2s.
Se caracteriza por el aumento de velocidad con profundidad y un fuerte cambio
en 20 km (figura 4.22 y tabla 4.3), lo cual indica la posible existencia del moho
en proximidades a esta profundidad.

Profundidad (km) | Velocidad (km/s)
0-20 5.56
20 - 40 6.56
40 - 60 7.12
60 - 80 7.26

Tabla 4.3. Modelo de velocidad con variacion en profundidad

Figura 4.21. Error normalizado del modelo en funcién de las iteraciones para el
modelo de velocidad con variacion en profundidad



Introduccion y modelamiento matematico aplicado a
problemas de fisica y geociencias

Figura 4.22. Modelo de velocidad con variacion en profundidad. Modelo de
velocidad con variacion en profundidad. Proyeccion este-oeste sobre y =
—125 km

4.5.3. Modelo de velocidad con variacion 3D

Partiendo del modelo de velocidad con variacion en profundidad como modelo
inicial (tabla 4.3), se aplica el programa de inversion con libertad de variacion
3D, compuesto de 8 X 5 X 4 bloques, es decir 160 bloques en total, ademas € =
1,2.

La grafica de error muestra una tendencia decreciente y es acotada, mostrando
que el valor de € es el adecuado (figura 4.23), con error normalizado en
2,9 X 10 — 25. La ubicacion de hipocentros es reposicionada sin fuertes cambios
respecto al modelo de velocidad homogénea (figura 4.24).

Como se espera, en promedio la velocidad aumenta con la profundidad con
cambios laterales fuertes (figura 4.25).



Figura 4.23. Error normalizado del modelo de velocidad con variacion 3D en
funcion de las iteraciones

De acuerdo con la distribucion de sismos y estaciones, es posible que algunos
bloques no sean perturbados, es decir, ningun rayo los penetra. En este caso la
solucion obtenida por aquellos bloques seria falsa. Para realizar la validacion de
la solucion se plantean dos métodos: trazado de rayos y resolucion (mas conocido
como checkboard resolution test).
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Figura 4.24. Proyeccion de la localizacion de sismos y distribucion de
velocidad. Arriba: la capa superficial (z = 0 km), y abajo: en el perfil este-
oeste sobre y = —125 km
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Figura 4.25. Distribucion de velocidad para diferentes profundidades

El método por trazado de rayos es mas sencillo: consiste en unir mediante una
linea recta los hipocentros de los sismos y la ubicacion de las estaciones. Los
lugares donde la densidad de lineas es mayor, la solucion sera mas confiable.



El segundo, el método de resolucion, es un poco mas complejo porque se realiza
nuevamente una inversion, pero se obtiene mayor precision, de tal manera que es
ampliamente usado para estudios similares a este (Hastings, Schneider y
Broschat, 1995). Sin embargo, la idea bésica es simple como lo argumentan
Burden, Faires y Burden (2002). Similarmente como se realizo la validacion del
programa de inversion (seccion 4.4.6.2), el método consiste en asumir una
distribucion de velocidad intercalada (en forma de ajedrez) en el espacio, pero
ahora con la posicion de los hipocentros correspondiente a la solucion, se aplica
el algoritmo directo y se obtienen tiempos de llegada sintéticos. Una vez
establecido el modelo por encontrar, se aplica el programa de inversion sin matriz
de suavidad (es decir D = 0, seccion 4.3.1). Asumiendo la distribuciéon de
velocidad como incognita, se comienza con un modelo de velocidad uniforme y
se compara el resultado final con el modelo sintético. Por la simetria del modelo
de velocidad intercalado, es facil observar los lugares donde la resolucion es
buena.

Se realizo el trazado de rayos a la solucién obtenida del modelo de velocidad con
variacion 3D (figuras 4.24, 4.25 y 4.26). Como se observa, en superficie la
densidad de rayos es alta y disminuye con la profundidad, como lo confirma la
imagen de resolucion para diferentes profundidades (figura 4.27). Entonces se
puede asegurar que la solucion superficial (z = [0,20] km) es confiable excepto
en los bordes cercanos a x = —100 km y x = 175 km. El siguiente plano a una
profundidad desde 20 km a 40 km muestra buena resoluciéon unicamente en la
zona central, en la region comprendida por: [—66,106] X [—67,107] km?. Los
dos siguientes planos a mayor profundidad no tienen resolucion, entonces la
solucion de distribucion de velocidad para estos planos no es confiable.

Para interpretar los resultados de una mejor manera se aplica interpolacion spline
3D (suaviza y es 1til en problemas geoldgicos) al modelo de velocidad y se
agrupan los sismos por cada perfil. Este procedimiento se realiza para los dos
planos mas superficiales y los tres perfiles este-oeste centrales, puesto que
aquellos son mas confiables de acuerdo con el resultado obtenido de resolucion
(figuras 4.28 y 4.29).
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Figura 4.26. Trazado de rayos. Izquierda: la capa superficial (z = 0 km).
Derecha: perfil este-oeste sobre y = —125 km
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Figura 4.27. Resolucion para diferentes profundidades

4.5.4. Interpretacion

Con el fin de interpretar los resultados se anade a la solucion del modelo de
velocidad el mapa de fallas (Stein y Wysession, 2003) (figura 4.28) y elevacion
de terreno con referencia en coordenadas geograficas (figura 4.30). De tal manera
que se observa correspondencia entre la variacion de velocidad y las siguientes
caracteristicas geologicas:

e LaFalla de Murindd, con la existencia de dos morfolitologias diferentes
unidas por esta falla. En efecto, la relacion entre velocidades (bajas y
altas) estan ligadas a caracteristicas litoldgicas correspondientes a rocas
blandas (sedimentarias) y mas competentes (volcano-sedimentarias y
cristalinas), respectivamente (figuras 4.30 y 4.31).
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e Permite relacionar los segmentos de la Falla de Uramita y otras fallas
satélites, en los limites, la forma, geometria y definicion (figura 4.30),
la cual se hace mas evidente sobre el area de la Cuenca de Uraba (figura
4.31).

De la misma manera que las fallas de Uramita y Murind se relacionan con las
velocidades bajas y altas, se infiere que posiblemente existen fallas denotadas
como 1y 2, las cuales estarian acomodando la subduccion de la placa Caribe y el
movimiento de la placa Chocd-Panama.

Por la baja resolucion en profundidad (20 km) hacer cualquier proposicion de
caracteristicas geologicas en esta direcciOn presenta gran incertidumbre, sin
embargo, a partir de perfiles este-oeste se observa la persistencia en profundidad
de las fallas de Uramita y Murind6 (figura 4.29). Se determin6 que estas fallas
alcanzan un lineamiento posiblemente hasta una profundidad aproximada de
20 km en el sur, y el centro de la zona de estudio (perfiles y = [-67,—9] km y
y = [—9,49] km, cercano a 7 °N), donde se encuentran con un material de mayor
velocidad, posiblemente el basamento. Ademas el perfil y=
[49,107] km (cercano a 8 °N) permiti6 delimitar la Cuenca de Uraba, de tal
manera que esta posiblemente alcanza una profundidad méaxima de 15 km en esta
zona.

4.5.5. Discusion

La metodologia consisti6 en determinar los tiempos de llegada de onda P y S para
establecer la distribucion de velocidad y asociarla con las caracteristicas
geologicas de la zona. Sin embargo, las estaciones no tenian sincronia. Teniendo
en cuenta esta asincronia, se elabord un programa de inversion mediante un
algoritmo inverso y directo y se realizaron los siguientes aportes: el algoritmo
inverso tiene en cuenta las variaciones suaves de velocidad que se encuentran en
modelos geoldgicos y el algoritmo directo funciona mediante Diferencias Finitas
y fronteras no reflectivas PML, lo cual ofrece una herramienta util para realizar
sismogramas sintéticos de gran calidad. El programa demostr6 un
comportamiento esperado de acuerdo con Burden, Faires y Burden (2002).

Mediante la metodologia planteada se obtuvo una distribucion de velocidades
compuesta por un arreglo de 8 X 5 X 4 bloques, es decir 4 capas con un grosor
de 20 km de profundidad (figura 4.25), las cuales estan divididas en 8 divisiones
en direccion este-oeste y 5 divisiones en direccion sur-norte. La resolucion de la
tomografia indica que de acuerdo con la distribucidn de hipocentros de los sismos
y estaciones, los resultados confiables se encuentran para las dos capas mas
superficiales (hasta 40 km de profundidad) y en la parte central de cada una
(figuras 4.27 y 4.28).
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Estos resultados verificaron las caracteristicas geoldgicas superficiales como la
separacion de dos morfolitologias diferentes unidas por la Falla de Murind6 y su
relacion con la Falla de Uramita y otras fallas satélites, lo cual es soportado por
estudios geologicos superficiales (Lee y Stewar, 1981; Stein y Wysession, 2003).

Observando perfiles este-oeste y siguiendo la diferencia entre velocidades, se
delimito la profundidad de las rocas sedimentarias que componen la Cuenca de
Uraba en 15 km aproximadamente y la persistencia de las fallas de Uramita y
Murind6 hasta 20 km mas o menos, posiblemente limitadas por el basamento.
Zhao, Horiuchi y Hasegawa (1992) mediante observaciones de pozo afirman que
la profundidad en el sur de la Cuenca alcanza los 7 km y el basamento disminuye
la profundidad hacia el oeste, lo cual esta acorde con la forma de la imagen
obtenida, pero no acorde con la profundidad maxima, teniendo en cuenta que la
resolucion de la imagen tomografica es de 20 km de espesor en profundidad y
por tanto la incertidumbre es muy grande (figura 4.29).
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Figura 4.28. Distribucion de velocidad para diferentes profundidades aplicando
interpolacion spline. Los puntos representan los sismos en cada capa, las lineas
solidas las fallas (M. F. = Falla de Murindo, U. F. S. = Sistema de Fallas de
Uramita) y las lineas punteadas son fallas propuestas
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Figura 4.29. Distribucion de velocidad para diferentes perfiles este-oeste
aplicando interpolacion spline. Los puntos representan los sismos en cada capa.
La linea amarilla delimita la Cuenca de Uraba (C. U.). M. F. = Falla de
Murindé, U. F. S. = Sistema de Fallas de Uramita



Figura 4.30. Modelo de velocidad superficial con interpolacion spline
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Figura 4.31. Morfolitologia del area libre de la Cuenca de Uraba. Modificada
del informe de Lee y Stewar (1981)
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