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Los sistemas caóticos se empezaron a conocer a partir de algunas 
observaciones del meteorólogo Edward Lorenz quien, en 1963 trabajaba 
en un programa que pudiera predecir el clima y el comportamiento de la 
atmosfera. Se dio cuenta que con valores ligeramente diferentes de 
temperatura, predecía comportamientos diferentes en el clima. En un inicio 
se creyó que se trataba de un error numérico provenientes del  cálculo en 
la computadora. Tiempo después se reunió evidencia de que lo que 
pasaba era un fenómeno único de alta sensibilidad del sistema a las 
condiciones iniciales, que ahora se sabe que se caracteriza, entre otras 
cosas, a un sistema caótico, esta fue la razón por la cual se realizó esta 
tesis, al principio se llevó a cabo un investigación a cerca de donde 
provenía el sistema doublé scroll que en este caso fue de un circuito 
electrónico, para esto se tuvo en cuenta cada una de las variables que lo 
conforman como lo son los capacitadores, resistencias e inductores. 
 
 
Luego se realizó la simulación con la herramienta Multisim para hallar los 
puntos críticos tanto del circuito como del oscilador del circuito, para así 
lograr calcular numéricamente los puntos críticos hallando los valores 
propios y vectores propios asociado al sistema del doublé scroll 
seguidamente se analizó cada uno de los valores y vectores propios 
teniendo en cuenta el signo de su parte real y parte imaginaria para lograr 
observar si el punto encontrado era atractor o repulsor, durante este 
proceso se pudo establecer que estos puntos formaban graficas en forma 
de espiral y por último se realizó el código necesario en la herramienta 
Matlab para lograr visualizar las gráficas obtenidas por cada uno de sus 
puntos críticos y así verificar el análisis hecho anteriormente. 
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ÁNGELA YURDANI GARCÍA ACOSTA
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2. Introducción

Los sistemas caóticos se empezaron a conocer a partir de algunas

observaciones del meteorólogo Edward Lorenz quien, en 1963 trabajaba

en un programa que pudiera predecir el clima y el comportamiento de la

atmosfera. Se dio cuenta que con valores ligeramente diferentes de

temperatura, predećıa comportamientos diferentes en el clima. En un

inicio se creyó que se trataba de un error numérico provenientes del

cálculo en la computadora. Tiempo después se reunió evidencia de que lo

que pasaba era un fenómeno único de alta sensibilidad del sistema a las

condiciones iniciales, que ahora se sabe que se caracteriza, entre otras

cosas, a un sistema caótico. Generalmente la naturaleza del ser humano

quiere entender y controlar todo lo que lo rodea, no dejar nada al azar.

Por esta razón se busca estudiar y analizar la estabilidad de los mismos,

ya que trabajamos con sistemas no lineales esto hace que su análisis sea

mucho más complejo, por lo que encontrar soluciones anaĺıticas en

algunos casos no es posible, aśı que recurrimos a una forma de

visualización y análisis, por medio de los puntos de equilibrio ya que estos

puntos son aquellos que se encargan de atraer o repelar las trayectorias.

Una forma para obtener el análisis de estos sistemas es primeramente

indagando a cerca de donde provienen, para aśı mismo interactuar con

sus valores y lograr obtener el sistema deseado, como por ejemplo el

sistema dinámico Leon de Chua quien en 1983 introdujo un circuito

electrónico simple, que exhibe un comportamiento caótico, de este
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circuito podemos encontrar un sistema de ecuaciones que nos arroja el

oscilador de double scroll, en este oscilador se observa, que si en dicho

sistema se realizan variaciones simples de tiempo o cambios en las

condiciones iniciales le produćıan cambios en su comportamiento. Por

esta razón, para entender dicho comportamiento caótico vamos a realizar

un análisis del sistema de ecuaciones, con el fin de dar a conocer el

comportamiento del sistema realizando diferentes cambios de variables y

analizando sus puntos cŕıticos, con el fin de despertar el interés de la

comunidad matemática de la Universidad de Cundinamarca.
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3. Definición del problema

3.0.1. Planteamiento del problema

Con la proliferación de las redes de comunicación, se ha publicado en la

literatura, un gran número de insipientes aplicaciones tecnológicas a ser

implementadas con diferentes tipos de circuitos caóticos. La teoŕıa del

caos es otro paradigma prometedor, el caos es un campo de la dinámica

no lineal y ha sido ampliamente estudiado, teniendo varias aplicaciones

en diferentes áreas, como por ejemplo la economı́a, la medicina, la

bioloǵıa, en el sistema inmunitario humano y demás sujetas a la dinámica

caótica. Teniendo en cuenta que el comportamiento caótico se despliega

de un sistema no lineal.

Los comportamientos de estos sistemas se caracterizan por presentar

formas geométricas complejas llamadas atractores, los cuales tienen

cambios a medida que evoluciona o se le aplica un est́ımulo en

determinado tiempo.

En este trabajo se tendrá en cuenta el circuito de chua el cual presenta

diferentes tipos de atractores entre ellos podemos encontrar el doublé

scroll, para realizar el análisis de este atractor primero se va a tener en

cuenta el circuito y sus ecuaciones no lineales debido al diodo de chua que

es el principal componente del circuito el cual exhibe el comportamiento

no lineal posteriormente se hallaran el sistema de ecuaciones del atractor

con su respectivo análisis tanto en sus puntos, como visto gráficamente.
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3.0.2. Formulación del problema

En los sistemas dinamicos generalmente se busca estudiar o analizar los

comportamientos del mismo, teniendo como base las variables que lo

conforman y sus puntos de estabilidad e inestabilidad, una forma para

obtener un analisis exhaustivo de estos sistemas es indagando a cerca de

su procedencia, en este caso se trata de un sistema que desencadena un

circuito electronico, el cual permite modificar los elementos del circuito

causando alteraciones en el sistema.

3.0.3. Justificación del problema

La presente investigación busca analizar el comportamiento de un

sistema de ecuaciones teniendo en cuenta su procedencia que en este caso

es de un circuito electrónico, buscando sus puntos cŕıticos aplicando

diferentes procedimientos para aśı lograr obtener la grafica

representativa. Para empezar esta investigación y análisis se utilizo a una

herramientas de simulación como Multisim, con el fin de lograr ver el

comportamiento del circuito alterando sus componentes como

capacitadores, resistencia, inductor o bobina y el diodo que es parte

fundamental del circuito ya que con el se obtiene la parte no lineal, y por

último se realizara la comparación entre el elemento aplicativo y el

sistema a analizar doublé scroll. Esto con la finalidad de crear conciencia

investigativa en los estudiantes y demostrar otra de las formas en la que

podemos aplicar las matemáticas en entornos reales, como lo son los

circuitos, en ellos podemos encontrar aplicaciones en plataformas de
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sincronización, encriptación de señales y demás aplicados en la tecnoloǵıa

como computadores redes sociales, televisores, etc.
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4. Objetivos

4.1. Objetivo general

Estudiar el sistema dinámico double scroll teniendo en cuenta su

procedencia, variando sus componentes para aśı observar y analizar su

comportamiento en los diferentes puntos cŕıticos estables o inestables.

4.2. Objetivos espećıficos

• Investigar a cerca del circuito de chua con sus respectivas variables.

• Buscar los puntos cŕıticos del sistema de double scroll.

• Analizar el comportamiento del sistema dinámico de double scroll en

sus diferentes puntos mediante su gráfica.

7



5. Estado del arte

5.0.1. Marco de antecedentes

A continuación encontraran las investigaciones que se han realizado,

junto con sus caracteŕısticas y donde se han llevado a cabo:

Alcalá mart́ınez minerva Berenice y Ángeles garćıa Francisco.

(Septiembre 2013 ). Instituto politécnico nacional (Escuela

superior de ingenieŕıa mecánica y eléctrica unidad profesional

“Adolfo López M ateos “

CIRCUITO DE CHUA EN LA SINCRONIZACIÓN DE LOS

SISTEMAS CAÓTICOS.

El objetivo principal de este trabajo de investigación es

construir e implementar un circuito de Chua para su aplicación

en la sincronización de los sistemas caóticos usados en las

telecomunicaciones.

Los autores lograron concluir que “El circuito de Chua desde su

construcción resulta ser un dispositivo aunque simple, muy

eficiente, y al ser implementado con un sistema básico de

comunicaciones fungió como pieza fundamental para la

sincronización del transmisor y receptor y aśı poder enviar una

señal de manera confiable. El circuito de Chua no realiza

encriptación, ni es la solución para ello.

La técnica que se utilizó de es la de enmascaramiento caótico de

la señal, que no es más que la suma de la señal de la portadora
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de la información con la señal caótica y su posterior separación

utilizando una copia exacta del circuito de Chua en el receptor,

ya que tanto el transmisor como el receptor deben contar con el

mismo tipo de circuito tanto simulado como practico

funcionaron correctamente se utilizó el análisis de Fourier, la

importancia de esto radica en que este dispositivo puede ser

manipulado a conveniencia del usuario, debido a que el

únicamente prodrá conocer la información enviada y recibida,

para emplearla de acuerdo a sus necesidades.”

José Rodrigo Balbuena Herrera, Cesar Iván Beltrán López,

Juan Carlos Ponce Fuentes, Arlette Areli Rodŕıguez Serón y

Francisco Vidal Caballero Domı́nguez. (Universidad Simón

Boĺıvar, Tecnológico de estudios superiores de Ecatepec ).

FORMACION DE OSCILACIONES Y CAOS EN EL

CIRCUITO DE CHUA

El objetivo principal de este trabajo es la caracterización de un

sistema no lineal (circuito de chua) al observar los

comportamientos complejos que pueda presentar como las

oscilaciones y caos. Aśı mismo, se enuncian los principales

métodos y las estrategias recomendadas para el manejo de

datos provenientes de estos.

Los autores finalmente lograron concluir que “ las herramientas

de la dinámica no lineal, apoyadas en las teoŕıas de la
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termodinámica de procesos irreversibles, son aplicables en los

diversos campos de ingenieŕıas y ciencias. Cada vez son más

familiares, pues los modelos que representan a la naturaleza

pueden tratarse de forma no lineal e implementarse en los

modernos equipos de cómputo. Si se desea caracterizar un

comportamiento complejo, este trabajo aplicó el desdoblamiento

de peŕıodos, retratos de fase, mapas de próximo retorno y

obtención de los exponentes de Lyapunov al circuito de Chua.”

J.A Galviz – Aguilar, J.A Sillas, J.C Núñez pérez. Instituto

Politécnico Nacional, centro de investigación y desarrollo de

tecnoloǵıa digital.

METODOLOGIA DE DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DE

UN OSCILADOR CAÓTICO DE CHUA

El objetivo principal de este trabajo es la implementación de un

oscilador caótico espećıficamente un circuito tipo Chua. Con la

ayuda del software matemático Matlab/ Simulink para la

solución del sistema dinámico, con el fin de lograr observar las

secuencias y los enrollamientos resultantes teniendo en cuenta

su secuencia caótica.

Los autores lograron concluir que “ los resultados obtenidos de

la implementación son idénticos a los obtenidos en las

simulaciones del sistema en Matlab/ Simulink, este trabajo

puede ser una buena referencia para alguien que quiera
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implementar un diseño digital con un simple diseño de bloques

en simulink y el acondicionamiento de las señales”

Zeraoulia Elhadj. Departamento de matemáticas, universidad

de Tebessa – Algeria. J.C Sprott. Departamento de f́ısica,

universidad de Wisconsin 2008-2009

GENERATING 3- SCROLL ATRACTORS FROM ONE

CHUA CIRCUIT (GENERANDO 3- ATRACTORES SCROLL

DE CHUA)

La idea principal de este trabajo es informar sobre el avance de

un atractor caótico de 3 atractores, en base a tres equilibrios

obtenidos a través de la modificación directa del circuito de

chua. Además, se calcula numéricamente que el nuevo sistema

también puede generar atractores caóticos de un solo

desplazamiento y dos.

Los autores por ultimo concluyen que en este trabajo se logró

demostrar numéricamente la existencia de un atractor caótico

de 3 desplazamientos con tres equilibrios obtenidos a partir de

la modificación directa de la ecuación de chua. El nuevo sistema

tiene algunas propiedades similares al sistema de chua.También

se presentó un análisis detallado de la dinámica de estos

sistemas., teniendo en cuenta otros atractores que se pueden

generar de un solo desplazamiento y dos.

Johan A. Suykens and Joos Vandewalle, Institute of Electrical
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and Electronics Engineers 2008

GENERATION OF N- DOUBLE SCROLLS (n = 1,2,3..)

GENERACIÓN DE N-DOBLES DESPLAZAMIENTOS (n =

1,2,3 ..)

La idea principal de este trabajo es observar el circuito de Chua

y aśı construir los atractores basándose parcialmente en una

combinación de linealización alrededor de los puntos de

equilibrio y un método alternativo para estudiar el sistema no

lineal que llamamos aproximación cuasilineal. Este método es

heuŕıstico y cualitativo, pero puede proporcionar una visión

global adicional del estado del espacio y puede abrir nuevos

puntos de vista hacia la construcción de atractores.

Por último los autores concluyen que en este documento se

logró generalizar el circuito de Chua introduciendo puntos de

corte adicionales en la caracteŕıstica de la resistencia no lineal,

lo que dio lugar a n - dobles atractores de desplazamiento con

(n = 1,2,3 ...) Estos atractores sirven como un ejemplo para

ilustrar que una combinación de El análisis de estabilidad local

con un enfoque cuasilineal puede ser una forma fácil de obtener

una visión rápida y aproximada del comportamiento complejo

revelado por los sistemas no lineales. Por lo tanto, el método

puede contribuir como una herramienta para la construcción de

dinámicas.
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6. Aspectos metodológicos

6.1. Tipo de estudio:

El tipo de estudio utilizado durante la realización de esta tesis es

analitico ya que se quiere observar el comportamiento de un sistema,

teniendo en cuenta sus valores y asi mismo lograr observar y

analizar su grafica en diferentes puntos. Este proceso se realizara en

dos etapas.La primera consiste en la investigación a cerca de donde

proviene el sistema y la segunda en el análisis de la grafica tomando

como base sus puntos cŕıticos.

para el estudio del comportamiento de la estabilidad de los mismos.

6.2. Método de investigación

Partiendo de la información y de la bibliograf́ıa que se tiene sobre el

tema seleccionado se profundizara y analizara sobre sus propiedades

y aplicaciones que éste tiene en el área de las matemáticas. La

metodologia a utilizarse consiste en la revisión y análisis del material

relacionado con el tema, entre los cuales se considera los siguientes

libros, Perko L. Differencial equations and dinamical systems,

L.Elsgoltz-Ecuaciones diferenciales y cálculo variacional.
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6.3. Marco teórico

6.3.1. Sistema dinámico

Un sistema dinámico sobre E es una aplicación

ϕ: R X E −→ E

donde E es un subconjunto abierto de ∈ Rn y si ϕt(x) = ϕ(t, x)

entonces ϕt satisface :

a) ϕ0(x) = x para todo x ∈ E

b) ϕt(x) ◦ ϕs(x) = ϕt+s(x) para todo s,t ∈ R y x ∈ E.

6.3.2. Punto de equilibrio

Un punto x0 ∈ Rn es llamado un punto de equilibrio o punto cŕıtico

de (1) si

f (x0 ) = 0.

6.3.3. Punto de equilibrio hiperbólico

Un punto x0 ∈ Rn es llamado un punto de equilibrio hiperbólico de

(1) si ninguno de los valores propios de la matriz Df (x0) tiene parte

real cero.

Donde Df (x0) es la derivada de f en x0 .
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6.3.4. Punto de silla

Un punto de equilibrio x0 ∈ Rn de (1) es llamado un punto de silla,

si este es un punto de equilibrio hiperbólico y Df (x0 ) tiene al menos

un valor propio con parte real positiva y uno con parte real negativa.

6.3.5. Caos

Comportamiento aperiódico para tiempos grandes en un sistema

determinista que presente dependencia muy sensible a las

condiciones iniciales; es decir las trayectorias no se estabilizan en los

puntos fijos ni orbitas periódicas.

6.3.6. Estabilidad

Un punto de equilibrio x0 de (1) es estable (según Lyapunov ) si

para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que si ‖x− x0‖ < δ entonces

‖ϕt − x0‖ < ε para todo t ≥ 0.

Si además se cumple que existe un δ0 > 0 tal que si ‖x− x0‖ < δ0

entonces

ĺım ϕt(x) = x0

t→∞

diremos que x0 es asintoticamente estable.

El punto de equilibrio se dice inestable si no es estable.
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6.3.7. Atractor

Un atractor es un conjunto; por ejemplo, puntos fijos estables y

ciclos limite estables al que convergen todas las trayectorias que se

encuentran muy proximas entre śı, o más precisamente. Un atractor

es un conjunto cerrado A:

• Invariente: Toda trayectoria x (t ) que parte de A permanece en A

para todo t.

• que atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales: Esto quiere

decir que A atrae a todas las trayectorias que empiezan

suficientemente próximas a el.

• Mı́nimo: No hay un subconjunto propio de A que satisfaga las

anteriores condiciones.

6.3.8. Atractor extraño

Es el que muestra dependencia muy sensible a las condiciones

iniciales; es decir, trayectorias que parte de condiciones iniciales muy

próximas, se separan de forma exponencial después de transcurrir

cierto tiempo.

6.3.9. Sistema lineal

Dado el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias:

x. = Ax

donde x ∈ Rn, A es una matriz n x n y
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x. =
dx

dt
=



dx
1

dt

dx2
dt

dx3
dt

.

.

.

dxn
dt


la estabilidad de los diferentes puntos fijos del sistema lineal, está

determinado por el signo de la parte real de los valores propios de la

matriz A.

6.3.10. Linearización

Dado el sistema lineal de ecuaciones diferenciales:

x. = f(x )

el comportamiento local de x. = Ax en cualquier punto cŕıtico x0

esta cualitativamente determinado por el comportamiento del

sistema lineal :

x. = Ax

con la matriz A = Df (x0 ) .

El sistema lineal con A = Df (x0 ) es llamado la linearizacion en x0.

17



6.3.11. Diferencia de potencial (V)

La diferencia de potencial o tensión V entre dos puntos de un campo

eléctrico es, por definición el trabajo necesario para desplazar la

unidad de carga eléctrica positiva de un punto al otro en contra o a

favor de las fuerzas del campo, la unidad de diferencia de potencial

es el voltio (V).

6.3.12. Corriente eléctrica (i)

Todo cuerpo con electrones libres capaces de moverse entre los

átomos, se llama inductor. Una de las causas que originan este

movimiento es la aplicación al conductor de una diferencia de

potencial.

Cuando de un punto a otro de un conductor se desplaza una o más

cargas eléctricas diremos que circula por una corriente eléctrica.

6.3.13. Resistencia (R)

La diferencia de potencial V (t) en bornes o terminales de un

elemento resistivo, es directamente proporcional a la intensidad de

corriente i(t) que circula por el.La constante de proporcionalidad R

se llama resistencia eléctrica del elemento. Matemáticamente se

expresa en la forma:

V (t) = Ri(t)
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o bien

i(t) =
V (t)

R

6.3.14. Autoinducción - Inductor-Bobina (L)

Al variar con respecto al tiempo la corriente que circula por un

circuito, el flujo magnético que lo atraviesa experimenta los mismos

cambios. Ahora bien toda variación de flujo magnético origina una

fuerza electromotriz que se opone a dicha variación. En estas

condiciones, si por una bobina circula una corriente de intensidad

variable. Se origina en ella un (V ) que es directamente proporcional,

siempre que la permeabilidad magnética sea constante, a la

variación con respecto al tiempo de dicha intensidad.

Matemáticamente se expresa en la forma:

V (t) = L
di

dt

o bien

i(t) =
1

L

∫
v(t)

El coeficiente de proporcionalidad L se llama coficiente de

autoinducción o simplemente autoinducción de la bobina.

6.3.15. Capacidad-Capacitador-Condensador (C)

La diferencia de potencial de un condensador es proporcional a la

carga q en el almacenada. La constante de proporcionalidad C se
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llama capacidad del condensador. Matemáticamente se expresa de la

forma:

q(t) = CV (t), i =
dq

dt
= C

dV

dt
, V (t) =

1

C

∫
id(t)

6.3.16. Leyes de Kirchhoff

1) La suma de las intensidades de corriente que llegan a un nudo es

igual a la suma de las intensidades que salen de él. Si se consideran

positivas las corrientes que llegan y negativas las que salen, esta ley

establece que la suma algebraica de las intensidades de todas las

corrientes que concurren en un nudo es cero.

i1 + i2 + i3 + i4 + ...+ in = 0

n∑
p=1

in = 0

2) En un circuito o malla, la suma algebraica de las fuerzas

electromotrices aplicadas, o subidas de tensión, es igual a la suma

algebraica de las cáıdas de tensión en todos los elementos pasivos. En

otras palabras, la suma algebraica de las diferencias de potencial en todo

circuito cerrado es nula.

V1 + V2 + V3 + V4 + ...+ Vn = 0
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n∑
p=1

Vn = 0

7. Marco metodológico

7.0.1. Ĺınea y tipo de investigación

El tipo de investigación que se desarrollara en la presente tesis, es la

experimental ya que describe el tema de la estabilidad de los sistemas

dinámicos, se abordará comprendiendo la teoŕıa existente sobre esta área.

Este proceso se realizara en tres etapas. La primera consiste en el estudio

de las propiedades fundamentales y en qué consisten dichos sistemas. La

segunda consiste, en la aplicación de las leyes de Kirchhoff para el estudio

de la intensidad de todas las corrientes y las diferencias de potencial en

todo el circuito y aśı llegar a las ecuaciones diferenciales del circuito para

realizar el cambio de variables y llegar al sistema de ecuaciones no lineal.

Y por último el análisis del atractor doublé scroll que se desencadena del

circuito de Chua, hallando sus puntos cŕıticos mediante la linealización,

los valores y vectores propios y su representación grafica.

7.0.2. Población y muestra

Teniendo en cuenta, la definición de población “un conjunto finito o

infinito de elementos que se sometan a estudio; pertenecen a la

investigación y son la base fundamental para obtener la información”

(Pérez. Ob.cit.) del cual deducimos que nuestro objeto de estudio es el
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circuito electrónico que nos lleva al sistema de ecuaciones del doublé

scroll.
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7.0.3. Técnicas de recolección de información

Para llegar a las ecuaciones y lograr tener un análisis de las mismas se

necesitó mucha información, textos, revistas cient́ıficas, otras tesis

relacionadas con el tema de circuitos eléctricos, sistemas dinámicos, el

caos, las leyes de Kirchhoff, doublé scroll, entre otros; se logró una

recolección exhaustiva de definiciones, teoremas y demás para la

comprensión de este sistema doublé scroll y aśı llegar al objetivo trazado.

8. Análisis de resultados

8.0.1. Circuito de chua

El circuito de Chua está formado por dos capacitores, un inductor, un

resistor que por una parte conforma lo que es un oscilador amortiguado y

por el otro lado consta de un dispositivo no lineal.

Figura 1: Circuito de Chua /tomado del libro Sistemas caóticos aplicados en telecomuni-
caciones
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para realizar el análisis de este circuito se orientan las corrientes de la

siguientes manera

Figura 2: Orientación de corrientes en el circuito de chua /tomado del libro Sistemas
caóticos aplicados en telecomunicaciones

posteriormente se aplican las leyes de Kirchhoff para obtener el siguiente

sistema de ecuaciones:

−iL− ic2 + iR = 0

(1)

−iR + ic1 + iNR = 0

(2)

−iL+ ic2 + ic1 + iNR = 0

(3)
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ahora reemplazamos la corriente eléctrica, en el inductor y en el

capacitador en la ecuación (1) y obtenemos:

− 1

L

∫
v(t) · dt+ C2

dv(t)

dt
+ iR = 0

como iR = V despejando tenemos que i =
V

R
, luego obtenemos que

− 1

L

∫
v(t) · dt+ C2

dv(t)

dt
+
V

R
= 0

analizando los voltajes de cada capacitador obtenemos que i =
(V2 − V1)

R

reemplazamos y obtenemos

− 1

L

∫
(v(t) · dt+ C2

dv(t)

dt
+
V2 − V1
R

= 0

pero
1

R
= G luego

− 1

L

∫
(v(t) · dt+ C2

dv(t)

dt
+G(V2 − V1) = 0

despejando el capacitador se obtiene

C2
dv(t)

dt
= G(V2 − V1) + iL

(4)

Ahora realizando el analisis de la ecuacion (2)
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−iR + iC1 + iNR = 0

−G(V1 − V2) + C1
dv(t)

dt
+ iNR = 0

despejandoel inductor C1

C1
dv(t)

dt
= G(V1 − V2)− iNR = 0

relizando el analisis de la ecuacion (3)

−iL+ iC2 + iC1 + iNR = 0

−
∫

(v(t)) · dt+ C2
dv)t)

dt
+ C1

dv(t

dt
+ iNR = 0

(5) sustituimos de ecuacion (4) y ecuacion (2) a la ecuacion (5)

obtenemos

iL+G(V2 − V1) + iL+G(V1 − V2)− iNR + iNR = 0

iL+G(V2 − V1) +

∫
(v(t)) · dt+G(V1 − V2)− iNR + iNR = 0

iL+G(V2 − V1) +

∫
(v(t)) · dt+G(V1 − V2) = 0

iL+

∫
(v(t)) · dt = −G(V2 − V1)−G(V1 − V2)

iL+

∫
(v(t)) · dt−GV2 +GV1 −GV1 +GV2 =

iL+

∫
(v(t)) · dt = 0

26



di(t)

dt
= −V

L

finalmente se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

C1
dv(t)

dt
= G(V2 − V1) + iL

C2
dv(t)

dt
= G(V1 − V2)− iNR

di(t)

dt
= −V

L

8.0.2. Circuito equivalente al diodo de chua

A continuación podemos encontrar el circuito equivalente al diodo de

chua NR

Figura 3: Circuito equivalente al Diodo de Chua /tomado del libro Sistemas caóticos
aplicados en telecomunicaciones

analizando el diodo anterior nos podemos dar cuenta que modela el

siguiente comportamiento:

obtenemos la función que representa este diodo la cual es:
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Figura 4: Curva del Diodo de Chua /tomado del libro Sistemas caóticos aplicados en
telecomunicaciones

iNR = g(V C1) = G2V C1 +
1

2
(G1 −G2) [|V C1 + P | − |V C1 − P | ]

y realizando los siguientes cambios de valores en sus resistencias

obtenemos las siguientes pendientes del diodo:

−G1 = − 1

R1

−G2 = −R1 −R2

R2R1

multiplicando en ambos lados por (-1) obtenemos

G1 =
1

R1
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Y

G2 =
R2 +R1

R2R1

Hasta ahora se han presentado las ecuaciones del circuito de chua en

términos de 6 parametros L,C2, C1, G,G1, G2. Se puede reducir el número

de parámetros normalizando la resistencia no lineal, de tal manera que

sus puntos de quiebre se encuentren en ±1 por lo tanto p = ±1

Un análisis de las ecuaciones muestra que el sistema tiene tres puntos

fijos que definen tres regiones en el espacio que permite clasificar las

soluciones de la dinámica del circuito. En las simulaciones numéricas se

procederá a trabajar con la forma adimensional del sistema de

ecuaciones, por lo tanto se puede escribir las ecuaciones del circuito

haciendo el siguiente cambio de variables:

x =
V C1

P

y =
V C2

P

z =
iL

PG

y

m0 = RG1

m1 = RG2

es igual a
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dx

dt
= α(y − x− h(x))

dy

dt
= x− y + z

dz

dt
= −βy

con

h(x) = m1x+
1

2
(m0 −m1) [+1| − −1| ]

tomando α =
c2
c1

y β =
c2
LG2

8.0.3. Atractor del double scroll

El atractor de double scroll es un extrano atractor observado desde un

circuito electrónico caótico f́ısico, con una única resistencia no lineal. El

sistema de double scroll a menudo se describe mediante un sistema de

tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales y una ecuación lineal

por segmentos de 3 segmentos.

x
′
= α (y − h(x) )

y
′
= x− y + z

z
′
= −βy

donde
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h(x) = m1x+
1

2
(m0 −m1)[| x+ 1 | − | x− 1 |]

8.0.4. Puntos cŕıticos

Para empezar a analizar el sistema double scroll empezaremos por

encontrar sus puntos cŕıticos, para ello igualamos el sistema a cero.

dx

dt
= α(y − h(x))

dy

dt
= x− y + z

dz

dt
= −βy

con

h(x) = m1x+
1

2
(m0 −m1) [|x+ 1| − |x− 1| ]

de

dz

dt
= −βy

obtenemos que:

−βy = 0

y =
0

β
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y = 0

sustituyendo este resultado en la ecuacion x− y + z tenemos que:

x− 0 + z = 0

x+ z = 0

x = −z

Ahora si sustituimos esto en α(y − g(x)) tenemos que:

α(y − h(x)) = 0

(y − h(x)) =
0

α

(y − h(x)) = 0 reemplazando y = 0 obtenemos que:

= (o− h(−z)) = 0

= (−h(−z)) = 0

= (h(−z)) = 0

por lo tato los puntos cŕıticos del sistemas los podemos hallar teniendo

en cuenta que

(x, 0,−x )

8.0.5. Estabilidad en los puntos cŕıticos de las ecuaciones del double scroll

Para realizar el estudio de los puntos cŕıticos del sistema de Double

scroll, lo primero que se realizara será linealizar el sistema alrededor de

cada uno de los puntos de equilibrio, posteriormente se realizara el

análisis del sistema, teniendo en cuenta sus valores propios de la matriz

asociada al sistema lineal y sus vectores propios.
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8.0.6. Linealización

Asignando valores a x y teniendo en cuenta los valores de y y z respecto

a x tenemos que:

si x = 0 entonces:

(x, y, z )= (x, 0,−x )) por lo tanto

(x, y, z )= (0, 0, 0 )

Realizando la linealización del sistema

dx

dt
= α(y − h(x))

dy

dt
= x− y + z

dz

dt
= −βy

el cual lo podemos reescribir como:
x

y

z

 =


-αh(x) αy 0

x −y z

0 -βy 0


con h(x) = m1x+

1

2
(m0 −m1 )[| x+ 1 | − | x− 1 | ]
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teniendo en cuenta que

| x+ 1 | − | x− 1 |=



2, si x ≥ 1,

2x, si −1 < x < 1

−2, si x ≤ −1.

8.0.7. Calculo de valores y vectores propios

evaluando en el punto (0, 0, 0) tenemos que la derivada de la matriz

anterior es:
x

y

z

 =


-αm0 α 0

1 −1 1

0 -β 0


tomando los siguientes valores correspondientes para α,m0, β(
α,m0, β

)
=

(
1

2
,
1

2
,
2

3
) al reemplazar estos valores en la matriz

obtenemos que:
x

y

z

 =


-

1

4

1

2
0

1 −1 1

0 -
2

3
0


de este sistema podemos obtener el polinomio caracteŕıstico, es decir

haciendo det (A− λI )= 0 donde A es la matriz de constantes e I es la

matriz idéntica.

por lo tanto:

det


-

1

4
− λ 1

2
0

1 -1-λ 1

0 -
2

3
-λ
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calculando el determinante de la matriz anterior obtenemos el siguiente

polinomio caracteŕıstico:

−λ3 − 5λ2

4
− 5λ

12
− 1

6

donde sus ráıces de este polinomio caracteŕıstico o valores propios de

matriz son:

λ1 = −1

λ2 =
1

24

(
−3 + i

√
87 )

λ3 =
1

24

(
−3− i

√
87)

reemplazando λ1 = −1 en la matriz obtenemos
-

1

4
− (−1)

1

2
0

1 -1-(-1) 1

0 -
2

3
-(-1)


al resolver la matriz anterior obtenemos que los vectores propios

correspondientes al valor propio λ1 = −1

v=


−1z

3

2
z

z


posteriormente tenemos que el vector asociado es

z


−1

3

2

1


Analizando el primer valor propio, podemos decir que este valor propio es

negativo por lo tanto el espacio propio por ser valor propio negativo es

un atractor sobre el espacio dado por λ1 = −1
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realizando el mismo procedimiento para λ2 =
1

24

(
−3 + i

√
87 ) tenemos

que
-

1

4
− λ 1

2
0

1 -1-λ 1

0 -
2

3
-λ


reemplazando se obtiene

-
1

4
− (

1

24

(
−3 + i

√
87 ))

1

2
0

1 -1-(
1

24

(
−3 + i

√
87 )) 1

0 -
2

3
-(

1

24

(
−3 + i

√
87 ))


al resolver la matriz anterior obtenemos que los vectores propios

correspondientes al valor propio λ2 =
1

24

(
−3 + i

√
87 ) son:

v=


x

y

z

 =


(

1

64
(−39− 3i

√
87)) z

(
1

16
(3− i

√
87) ) z

z


posteriormente tenemos que el vector asociado es

z


1

64
(−39− 3i

√
87)

1

16
(3− i

√
87

1


el segundo valor propio λ2 =

1

24

(
−3 + i

√
87 ) tiene parte real y parte

compleja, luego quiere decir que son expirales y van hacia adentro porque

la parte real del valor propio es negativa.

y por ultimo con λ3 =
1

24
(−3− i

√
87) tenemos que
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-

1

4
− λ -

1

2
0

1 -1-λ 1

0 -
2

3
-λ


reemplazando

-
1

4
− (

1

24
(−3− i

√
87))

1

2
0

1 -1-(
1

24
(−3− i

√
87))) 1

0 -
2

3
-(

1

24
(−3− i

√
87))


al resolver la matriz anterior obtenemos que los vectores propios

correspondientes al valor propio λ3 =
1

24
(−3− i

√
87) son:

v=


x

y

z

 =


1

64
(−39 + 3i

√
87) z

1

16
(3 + i

√
87) z

z


posteriormente tenemos que el vector asociado es

z


1

64
(−39 + 3i

√
87)

1

16
(3 + i

√
87)

1


el tercer valor propio λ3 =

1

24

(
−3− i

√
87 tiene parte real y parte

compleja, luego quiere decir que son expirales y van hacia adentro porque

la parte real del valor propio es negativa.
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si aproximamos el punto (0, 0, 0) = (0001, 0, 0) tenemos que
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ahora nos podemos dar cuenta como el comportamiento en el circuito es

similar al del sistema del doble scroll

Ahora asignando valores a x = 1 obtenemos el siguiente punto cŕıtico

(x, y, z) = (x, 0,−x) por lo tanto

(x, y, z) = (1, 0,−1)

tomando nuevamente como referencia la matriz
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x

y

z

 =


-αh(x) αy 0

x −y z

0 -βy 0


con h(x) = m1x+

1

2
(m0 −m1 )[| x+ 1 | − | x− 1 | ]

teniendo en cuenta que

| x+ 1 | − | x− 1 |=



2, si x ≥ 1,

2x, si −1 < x < 1

−2, si x ≤ −1.

al evaluar el punto en la función obtenemos la siguiente matriz de

derivadas
x

y

z

 =


-αm1 -α 0

1 −1 1

0 -β 0


tomando los siguientes valores correspondientes para α,m1, β(
α,m1, β

)
=

(
2,

12

8
, 1 ) al reemplazar estos valores en la matriz

obtenemos que:

=


-2(

12

8
) 2 0

1 −1 1

0 -1 0
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=


-3 2 0

1 −1 1

0 -1 0


de este sistema podemos obtener el polinomio caracteŕıstico, es decir

haciendo det (A− λI )= 0 donde A es la matriz de constantes e I es la

matriz idéntica.
-3 - λ 2 0

1 -1 - λ 1

0 -1 -λ


calculando la el determinante de la matriz anterior obtenemos el

siguiente polinomio caracteŕıstico

−λ3 − 4λ2 − 2λ− 3

donde las ráıces de este polinomio caracteŕıstico o valores propios de la

matriz son:

λ1 = −3,67799

λ2 = −0,161003 + 0,888673i

λ3 = −0,161003− 0,888673i

reemplazando λ1 = −3,67799 en la matriz
-3 - λ 2 0

1 -1 - λ 1

0 -1 -λ


tenemos

-3 - (-3.67799) 2 0

1 -1 - (-3.67799) 1

0 -1 -(-3.67799)
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al resolver la matriz anterior obtenemos que los vectores propios

correspondientes al valor propio λ1 = −3,67799 son:

v=


x

y

z

 =


-10.8496z

3.67799z

z


posteriomente tenemos que el vector asociado es:
-10.8496

3.67799

1


el valor propio λ1 = −3, 67799 es negativo, por lo tanto el espacio propio

por ser valor propio negativo es un atractor.

ahora reemplazando λ2 = −0,161003 + 0,888673i en la matriz
-3 - λ 2 0

1 -1 - λ 1

0 -1 -λ


al resolver esta matriz obtenemos que los vectores propios asociados al

valor propio λ2 = −0,161003 + 0,888673i son

v=


x

y

z

 =


(-0,0751787-0.602515 i)z

(0.161003 - 0.888673 i)z

z


posteriormente tenemos que el vector asociado es

z


-0,0751787-0.602515 iz

0.161003 - 0.888673 iz

1
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para λ2 = −0,161003 + 0, 888673i tiene parte real y parte compleja, por

lo tanto son expirales que en este caso van hacia adentro ya que la parte

real del valor propio es negativa.

reemplazando λ3 = −0,161003− 0,888673i en la matriz
-3 - λ 2 0

1 -1 - λ 1

0 -1 -λ


obtenemos

-3 - (-0.161003-0.888673 i) 2 0

1 -1 - (-0.161003-0.888673 i) 1

0 -1 -(-0.161003-0.888673 i)


al resolver la matriz anterior obtenemos los vectores propios asociados al

valor propio λ3 = −0,161003− 0,888673i

v=


x

y

z

 =


(-0.0751787+0.602515 i)z

(0.0161003+0.888673 i)z

z


por tanto el vector asociado a este valor es

z


-0.0751787+0.602515 i

0.0161003+0.888673 i

1


para λ3 = −0,161003− 0, 888673i tiene parte real y parte compleja, por

lo tanto son expirales que en este caso van hacia adentro ya que la parte

real del valor propio es negativa.
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si aproximamos el punto (1, 0,−1) = (1, 001,−1) obtenemos
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ahora nos podemos dar cuenta como el comportamiento en el circuito es

similar al del sistema del doble scroll

Nuevamente asignando valores a x = −1 obtenemos el siguiente punto

cŕıtico

(x, y, z) = (x, 0,−x) =

(x, y, z = (−1, 0, 1)

nuevamente tamando como referencia la matriz
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x

y

z

 =


-αh(x) αy 0

x −y z

0 -βy 0


con h(x) = m1x+

1

2
(m0 −m1 )[| x+ 1 | − | x− 1 | ]

teniendo en cuenta que

| x+ 1 | − | x− 1 |=



2, si x ≥ 1,

2x, si −1 < x < 1

−2, si x ≤ −1.

al evaluar el punto en la función h(x) obtenemos la siguiente matriz de

derivadas
x

y

z

 =


-αm1 -α 0

1 −1 1

0 -β 0


tomando los valores correspondientes para α,m1, β

(α,m1, β )= (3, 2, 2/6 )

al reemplazar estos valores en la matriz obtenemos

=


-(3)(2) -3 0

1 −1 1

0 -2/6 0



=


-6 -3 0

1 −1 1

0 -2/6 0


posteriormente vamos a obtener el polinomio caracteŕıstico, es decir
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haciendo det (A− Iλ )= 0 donde A es la matriz de constantes e I es la

matriz idéntica.
-6 - λ -3 0

1 -1 - λ 1

0 -2/6 -λ


calculando el determinante de la matriz anterior obtenemos el siguiente

polinomio caracteŕıstico

−λ3 − 7λ2 − 10λ

3
− 2

donde las ráıces de este polinomio caracteŕıstico o valores propios de la

matriz son:

λ1 = −6,53688

λ2 = −0,231561 + 0,50233i

λ3 = −0,231561− 0,50233i

reemplazando λ1 = −6,53688 en la matriz
-6 - λ -3 0

1 -1 - λ 1

0 -2/6 -λ


tenemos

-6 - (-6.53688) -3 0

1 -1 - (-6.53688) 1

0 -2/6 -(-6.53688)


al resolver esta matriz obtenemos que los vectores correspondientes al

valor propio λ1 = −6,53688 son
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v=


x

y

z

 =


-109.582z

19.6106z

z


por lo tanto tenemos que el vector asociado es
-109.582

19.6106

1


el primer valor propio λ1 = −6,53688 es negativo por lo tanto, el espacio

propio por ser valor propio negativo es un atractor sobre el espacio.

ahora reemplazando λ2 = −0,231561 + 0,50233i en la matriz
-6 - λ -3 0

1 -1 - λ 1

0 -2/6 -λ


tenemos

-6 - (-0.231561+0.50233 i) -3 0

1 -1 - (-0.231561+0.50233 i) 1

0 -2/6 -(-0.231561+0.50233 i)


al resolver esta matriz obtenemos los vectores propios asociados a

λ2 = −0,231561 + 0,50233i

v=


x

y

z

 =


(0.29083-0.809069 i)z

(0.694684-1.50699 i)z

z


posteriormente tenemos que el vector asociado es
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0.29083-0.809069 i

0.694684-1.50699 i

1


el valor propio λ2 = −0,231561 + 0,50233i tiene parte real y parte

compleja, por lo tanto son expirales que van hacia adentro ya que la

parte real del valor propio es negativo.

reemplazando λ3 = −0,231561− 0,50233i en la matriz
-6 - λ -3 0

1 -1 - λ 1

0 -2/6 -λ


tenemos

-6 - (-0.231561- 0.50233 i) -3 0

1 -1 - (-0.231561- 0.50233 i) 1

0 -2/6 -(-0.231561- 0.50233 i)


al resolver la matriz anterior obtenemos los vectores propios

correspondientes al valor propio λ3 = −0,231561− 0,50233i

v=


x

y

z

 =


(0.29083+0.809069 i)z

(0.694684+1.50699 i)z

z


luego tenemos que el vector asociado es

z


(0.29083+0.809069 i)

(0.694684+1.50699 i)

1


el valor propio λ3 = −0,231561− 0,50233i tiene parte real y parte
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compleja por lo tanto son expirales, en este caso van hacia adentro,

porque la parte real del valor propio es negativa.

si aproximamos el punto (−1, 0, 1 )= (−1, 0001, 1 )
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ahora nos podemos dar cuenta como el comportamiento en el circuito es

similar al de su atractor double scroll

8.0.8. CONCLUSIONES

Hemos visto la respuesta de un oscilador sujeto a diferentes cambios

teniendo como base su procedencia que en este caso es de un circuito.

Analizando uno de los atractores de este circuito ”Double scroll

51



”mediante su sistema dinamico, teniendo como base sus variables

podemos llegar a ver el comportamiento del circuito.

Nos pudimos dar cuenta la funcion que determina el sistema caótico en

una elipse, la cual tiene orbitas periodicas que son atractoras, tomando

como referencia la matriz asociada al sistema y sus puntos criticos , para

asi mismo lograr obtener sus valores y vectores propios y por ultimo

realizar la grafica correspondiente con su simulación en Matlab.

Entre las contribuciones de este trabajo no queremos dejar de lado la

importancia que tubo ilustrar y combinar el análisis teórico con las

simulaciones realizadas con la herramienta Multisim, ya que ayudo a

entender la dinámica no lineal y a encontrar los puntos estables del

sistema.

8.0.9. RECOMENDACIONES

• Este trabajo puede servir de base para tesis futuras en la forma de

analisis de algún sistema dinámico

• Se puede tener como referencia para trabajar con circuitos similares,

realizando su simulación

• Es preciso que para abordar esta tesis se tencan conocimientos en

ecuaciones diferenciales, metodo de eliminación gaussina y el de Newton

Raphson, además de circuitos electricos.
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